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Kapitola 1
Uvod

Cilem této prace je seznamit Ctenafe s pouzitim globalnich podminek
v programovani s omezujicimi podminkami a navrhnout nové podminky a
jejich propagacni algoritmy.

Prace neptfedpoklada, ze uz je Ctenar s programovanim s omezujicimi
podminkami seznamen. Proto je néasledujici kapitola vénovana stru¢nému
uvodu do programovani s omezujicimi podminkami — hlavné feSeni problému
pomoci propagacnich technik.

V dalsi kapitole jsou popsany nékteré existujici globalni podminky a je-
jich propagacni algoritmy. Protoze globalni podminky se nejcastéji pouzivaji
v rozvrhovacich problémech, je jim vénovana vétsi ¢ast kapitoly. V kapitole
edge-finding prinasim diikaz ekvivalence dvou existujicich algoritmi, v ka-
pitole energetic reasoning pak nové — uz$i vymezeni intervalii, pro které je
tfeba podminku testovat.

V dalsi kapitole vysvétlim myslenku dynamickych podminek navrzenou
v [1], konkrétné ukazu dynamickou podminku alldifferent a predvedu vyhod-
nost jeji pouziti v praxi.

V kapitole davkové rozvrhovani pak upravim dva existujici algoritmy a
navrhnu dva zcela nové propagac¢ni algoritmy pro dévkové rozvrhovani. Na
konci kapitoly je pak méfeni vysledného algoritmu pro konkrétni testovaci
priklady.

Nékteré nové podminky jsem naiplmentoval pro SICStus prolog. Zdrojové
texty jsou na prilozeném CD.



Kapitola 2

Programovani s omezujicimi
podminkami

2.1 Uvod

Programovani s omezujicimi podminkami (constraint programming — CP)
se ukazalo jako metoda vhodna pro feSeni mnoha praktickych problémi jako
je rozvrhovani a planovani vyroby, fizeni letiStniho provozu apod.

Zakladni myslenkou CP je popsat problém deklarativné pomoci podminek
(constraints) nad proménnymi (variables). Resenim je potom takové ohodno-
ceni proménnych, které splhuje vSechny zadané podminky. Kazda proménna
ma pfifazenu mnozinu hodnot, kterych mize nabyvat. Tuto mnozinu budeme
nazyvat doména (domain). V nasem piipadé bude doména vzdy koneéna (fi-
nite domain constraint programming) a vét§inou pijde o mnoZinu celych
¢isel. Podminka vyjadfuje souvislosti mezi podmnozinou proménnych — ur-
Cuje, které kombinace hodnot proménnych jsou a nejsou pripustné. Podminka
muze byt zadana explicitné jako vycet vSech spravnych kombinaci hodnot,
nebo implicitné jako matematické vyjadieni néjaké relace (napt. z > 8).

Problémy s omezujicimi podminkami se nejcastéji fesi propagaci podmi-
nek (constraint propagation), Propagace je metoda jak jednotlivé podminky
"spolupracuji” pii hledani feseni. Kazda podminka se snazi co nejvice ome-
zit domény svych proménnych (domain filtering) tak, Ze z domén odebira
hodnoty, kterych proménna nemiize nabyvat v zadném resSeni této podminky
(tzv. nekonzistentni hodnoty). Které hodnoty to jsou a jak je nalézt zavisi
na konkrétni podmince. Kdykoliv se zméni doména nékteré z promeénnych,
vSechny podminky, které s touto proménnou pracuji, se ”probudi” a snazi se
dale omezit domény dalsich proménnych. Podle toho, jestli umime nalézt pro
danou podminku v8echny nekonzistentni hodnoty mluvime o #piné pripadné



netdplné propagaci (pro nékteré podminky je nalezeni vSech nekonzistentnich
hodnot NP-tézky problém).

Napf. pro proménné z,y € {1...15} a podminky z < y a z > 8 propagace
vyvodi, ze doména proménné y je {10...15}.

Propagaci podminek, jak jsme ji pravé popsali, se doséhne tzv. hranové
konzistence (arc consitency). Existuji i vy8si formy konzistence, jako path
consitency nebo k-consistency. Ty jsou ale mnohem vice ¢asové narocné,
proto se vétSinou nevyplati.

Samotna propagace podminek samoziejmé vétsinou nenajde feSeni a musi
byt kombinovand s néjakou metodou prohleddvani prostoru feSeni (napf.
backtracking, branch and bound). V kazdém kroku prohledéavani vybereme
jednu z proménnych a postupné ji zkousime pritadit vSechny hodnoty z jeji
domény. Po kazdém takovém pfifazeni se opét spusti propagace (nastala totiz
zména domény na jednoprvkovou mnozinu), kterd déle omezi prostor fesen,
nebo dokonce odhali chybu (nékterd z domén je prazdnid mnozina). Rych-
lost s jakou TeSeni nalezneme zavisi samoziejmé i na tom, v jakém poradi
pritazujeme hodnoty proménnym.

V této praci se budu zabyvat algoritmy vyhledavani nekonzistentnich hod-
not pro nékteré globalni podminky.

2.2 Globalni podminky

Globalni podminka je nahrazeni sady jednoduchych podminek jednou
vétsi podminkou. Casto je globalni podminka tak komplexni, Ze rozepsat ji do
vice jednoduchych podminek je pomérné komplikované. Globalni podminka
"Tesi podproblém” celého problému. Na rozdil od jednoduchych podminek
se globalni podminka na podproblém diva jako celek a vyuziva sémantiky
podminky, coz vétsinou vede k lepsi propagaci (tj. nalezneme a z domén
odstranime vice nekonzistentnich hodnot). Stejné dobré propagace bychom
mohli dosahnout i pomoci sady jednoduchych podminek, ale museli bychom
zisten¢nich technik. V neposledni fadé se podproblém snadnéji popisuje jed-
nou globalni podminkou, nez sadou podminek jednoduchych.

Vétsina jednoduchych podminek mé pevné danou aritu, napt. uz zmino-
vana podminka z < y je binarni, z > 8 je unarni. Naproti tomu globalni
podminky vétS§inou pevné danou aritu nemaji, takze miuzeme stejnou pod-
minku pouzit pro rizny pocet proménnych.

Casto uvadény piiklad globalni podminky je alldifferent. Tato podminka
k4, ze kazda z proménnych v dané mnoziné {z1, z, . ..z, } musi mit p¥ifa-
zenu jinou hodnotu.



Uvazujme ¢tyfi proménné u € {2,3}, z € {1,2,3,4}, y € {2,3}, z €
{1, 3}. Podminku alldifferent{u, z,y, 2} mizeme nahradit sadou Sesti binar-
nich podminek u # z, u # y atd, jak vidime na obréazku:

7L ¢
Qe G
+ #

Obrazek 2.1: Nahrazeni alldifferent{u, z, y, 2} bindrnimi podminkami

Propagace pfes bindrni podminky neodhali Zddné nekonzistence. Vez-
méme si napf. podminku v # z. Proménnd v mize nabyvat hodnoty 2
protoze je to v poradku pro z = 3. Stejné tak miize byt u = 3, protoze
pak mtzeme zvolit z = 1. Podobné z miize byt 11 3.

Naproti tomu alldifferent{u, z,y, 2} problém mize chipat jako parovani
v bipartitnim grafu:

Obréazek 2.2: Bipartitni graf alldifferent{u, z,y, z}

Vidime, ze u € {2,3} i y € {2, 3}, proto ani proménna x ani proménna z
nemize nabyvat hodnoty 2 ani 3. A proto nutné x =4 a z = 1.



Kapitola 3

Existujici globalni podminky

3.1 Alldifferent

Podminka alldifferent je jedna z nejpouzivanéj$ich globalnich podminek.
Napft. pfi tvorbé skolniho rozvrhu chceme, aby kazda trida méla ve stejnou
dobu hodinu v jiné t¥idé a udil ji jiny ucitel.

Podminka alldifferent na mnoziné {x1,zs,...x,} ki, ze kazda z pro-
ménnych x1,Zs,...x, musi mit jinou hodnotu. Algoritmus pro propagaci
této podminky popsal Régin v [6], dalsi algoritmy pro alldifferent miZeme
najit v [17].

Definice 1 Necht X = {z1,xs,...x,} je mnoZina proménngch s doménamsi
Dy, D,,...D,. Sjednoceni vsech techto domen oznacme D. Graf podminky
alldifferent(X) je bipartitni graf G = (X, D, E), kde E = {(x;,a) | a € D;}.

Tedy vrcholy grafu jsou proménné a hodnoty; hrany vedou mezi proménnymi
a hodnotami, kterych miize proménnd nabyvat. Napi:



X = {CCl,./EQ,...,’EG}

D, ={1,2}
D, = {2,3}
D3 = {1, 3}
D4 == {2,4}
D5 ={3,4,5,6}
DG = {6, 7}

Obrazek 3.1: Graf podminky alldifferent

Pro nase ucely jesté budeme potiebovat nékolik definici z teorie grafi:

Definice 2 PodmnoZina hran M grafu G se nazyjvd parovani, pokud Zadné
dvé hrany z této mnozZiny nemagi spolecny vrchol. Maximalni parovani je
pdrovdni s nejvetsim poctem hran. Parovani pokryva mnoZinu vrcholi Y
pokud kazdy vrchol z'Y je koncovym vrcholem jedné z hran v M.

Kazdé pripustné ohodnoceni proménnych z mnoziny X pak odpovida
parovani pokryvajici mnozinu X. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o bipartitni
graf, je toto parovani také maximalni (Z4dné parovani nemize byt vétsi nez
|X|). A naopak, kazdé maximélni parovani velikosti | X | pokryva mnozinu X.
Pokud je maximalni parovani mensi nez | X |, pak Zadné p¥ipustné ohodnoceni
neexistuje.

Nasim tkolem je vyradit z domén proménnych ty hodnoty, které nepo-
uziva ani jedno pripustné reSeni, tj. nalézt vSechny hrany, které nejsou ani
v jednom maximalnim péarovani velikosti | X |. K tomu ndm pomtiZze nasledu-
jici véta:

Definice 3 Necht M je parovani na grafu G. Vsechny hrany z M se nazy-
vaji parovaci, zbylé hrany grafu G jsou volné. Podobne vrchol grafu G je
sparovany, jestlize lezi na nékteré z hran M, jinak je volny. Cesta nebo
kruznice v grafu G se nazyvd st¥idava, jestlize se na ni pravidelné stridaji
pdrovact a volné hrany.

Véta 1 (Berge 1970) Hrana leZi v nékterém ale ne ve vSech mazimdlnich
pdrovanich prave tehdy, kdyz pro libovolné mazximdlni parovani M tato hrana
lezi na stridavé cesté sudé délky zacinagici ve volném vrcholu, nebo na stridavé
kruznici sudé délky.



Nejprve tedy musime najit jedno maximalni parovani M, abychom vétu
viibec mohli pouzit. Pak musime o kazdé hrané rozhodnout, jestli lezi na né-
jaké sudé stiidavé cesté zacinajici ve volném vrcholu nebo na sudé stridavé
kruznici.

Protoze se jednd o bipartitni graf, je kazda kruznice sudé délky. Navic
kazda stiidava cesta liché délky z volného vrcholu musi za¢inat v nesparované
hodnoté (proménné jsou vSechny sparované) a koncit volnou hranou do spé-
rované proménné. Tuto cestu tudiz mizeme prodlouzit o parovaci hranu a
dostaneme tak stfidavou cestu sudé délky. O paritu st¥idavych cest a kruznic
se tedy nemusime starat.

Aby se ndm tyto cesty a kruznice 1épe hledaly, vytvorime graf 8 zorien-
tovanim hran grafu G — parovaci hrany maji smér z proménné do hodnoty,
volné opacny. Kazdé orientovana cesta nebo kruznice v 8 odpovidéa stridavé
cesté nebo kruznici v ptivodnim grafu.

Hrana lezi na néjaké stridavé cesté z volného vrcholu pravé tehdy, kdyz
jev 8 dosazitelné z nékterého volného vrcholu. VSechny takové hrany tedy
muzeme najit jednim priichodem grafu 8 do §itky z volnych vrchol.

Hrana lezi na stiidavé kruznici grafu G pravé tehdy, kdyz lezi na kruz-
nici v orientovaném grafu G. Takova hrana mé oba vrcholy ve stejné silné
souvislé komponenté. Staci tedy najit silné souvislé komponenty grafu G'.

Samotny algoritmus tedy je:

Vytvor graf G.

Nalezni maximalni parovani M.

Pokud |M| < | X]|, pak vrat fail a skonéi.
Vsechny hrany z |M| oznaé¢ jako pouzité
Vytvor graf G' z grafu G podle parovani M.

A

Prohledej grat G do Sitky ze vSech volnych vrcholi. VSechny dosazené

hrany oznac¢ jako pouzitelné.

7. Najdi silné souvislé komponenty grafu 8 Vsechny hrany, které maji
vrcholy ve stejné komponenté souvislosti, oznac¢ jako pouzité.

8. Odstran z domén vSechny hodnoty, které odpovidaji nepouzitym hra-

nam.
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Obrazek 3.2: Graf po smazani zbyteénych hran

Ozna¢me pocet vrcholi n a pocet hran m, tedy n = |X|+ |D| am =
|D1| + |Dy| + - -+ + |D,|. Kroky 1, 6 a 7 maji ¢asovou sloZitost O(n + m),
kroky 4, 5 a 8 maji ¢asovou slozitost O(m), krok 3 ma slozitost O(1). Krok 2
mé Casovou slozitost O(4/|X|m). Celkova slozitost propaga¢niho algoritmu
tedy je O(4/|X|m + n).

Pravé jsme popsali prvni propagaci podminky alldifferent. Az néjaka
jind podminka zmensi doménu jedné z proménnych zq, x,, ..., z,, podminka
alldifferent se znovu ”probudi”, aby opét zmens$ila domény svych promén-
nych. Mlzeme pouzit stejny algoritmus, miizeme si ale také pamatovat ma-
ximalni parovani ”z minula”, tedy z predchozi propagace. K tomu slouzi v ja-
zycich pro programovani s omezujicimi podminkami stav podminky. Jedna se
o proménnou, jejiz hodnota se pii backtrackingu vraci zpét (je to tedy vlastné
zasobnik, aktualni hodnota je na vrcholu zasobniku, o ukladani vyzvedavani
stavu se stard systém).

Kdyz budeme mit $tésti, bude toto minulé parovani maximalni parovani i
nyni, nebo do maximalniho parovani bude chybét jen k hran (k hran z grafu
odebraly jiné podminky p¥i propagaci). Pak miZeme maximalni parovani
najit v ¢ase O(Vkm).

Cely algoritmus ma tedy slozitost O(4/|X|m + n) pfi prvnim zavolani a
O(Vkm + m + n) v dalsich propagacich.

Protoze véta 1 je ve tvaru ekvivalence, ziistanou v grafu pouze hrany,
které jsou v nékterém pripustném reSeni. Propagace podminky alldifferent je
tedy uplna.

10



3.2 Symetrickd podminka alldifferent

Méjme mnozinu proménnych X = {zi,z9,...,2,} jejichz domény jsou
mnoziny proménnych, tj. Dy, Do, ..., D, C X. Symetrickd podminka alldif-
ferent symalldiff(X) ¥ik4, ze hodnoty z1, x, ..., z, musi byt rizné, a navic,

kdyZ hodnota proménné z; je z;, pak také hodnota proménné z; musi byt
x;. Jednd se tedy o parovani proménnych.

Tato podminka je uzitecna napt. pri rozvrhovani sportovnich utkani, kdy
urcuje, které tymy hraji proti sobé.

Kazdé pripustné ohodnoceni proménnych je opét parovani na grafu pod-
minky symalldiff, ten ale vypada jinak nez v ptfipadé podminky alldifferent:

X = {.Tl,ﬂfz,...xﬁ}

D, = {$2,$3,$5,$6}
D, = {331,333,335}
D3 = {331,334}

Dy = {375,336}

D5 = {331,553,556}
D¢ = {334,%}

Obrazek 3.3: Graf podminky symalldiff

Mizeme opét pouzit vétu 1. Graf ale tentokrat neni bipartitni, coz hodné
komplikuje situaci. V [8] jsou popsdny dva algoritmy pro propagaci pod-
minky symalldiff. Prvy z nich je Gplny a ma ¢asovou slozitost O(mn) diky
problematickému hledéani stfidavych kruznic sudé délky. Druhy propagacni
algoritmus neni plny, ale ma ¢asovou slozitost O(m) na jednu smazanou
hranu.

3.3 Podminka kardinality

Mgjme mnoZinu proménnych X = {x1,z,..., 2, }. Sjednoceni jejich do-
mén Dy, Dy, ..., D, ozna¢me D = {vy, vs,...v4}. Podminka kardinality po-
zaduje, aby pro kazdé i = 1,2,...d byl pocet proménnych x,zs,...,xn,

které maji hodnotu v;, v intervalu (l;, ¢;).

11



Algoritmus pro propagaci podminky kardinality zalozeny na tocich v si-
tich popsal Régin v [7].

X ={x1,%9, 23,74} li=1¢ =2
D1:{1,2,3} l2:262:2
D, = {1,3} Iy =0c; =2
D3={3}

Dy ={2,3}

Obrazek 3.4: Graf podminky kardinality

Nejprve postavime graf podminky kardinality G. Vrcholy grafu jsou zdroj,
spotiebi¢, proménné a hodnoty. Ze zdroje vedou orientované hrany do vSech
proménnych, z kazdé hodnoty vede hrana do spotiebice. Z proménné z; vede
hrana do hodnoty v; pravé tehdy, kdyz v; € D,. Hrana z hodnoty v; do
spotiebice mé kapacitu ¢; a dolni mez [;. Zbylé hrany maji kapacitu 1 a dolni
mez 0.

Kazdé pripustné ohodnoceni proménnych z,x,,...x, odpovidd maxi-
malnimu toku velikosti | X| v grafu G a naopak (tok kazdou hranou musi byt
v intervalu dolni mez — kapacita). Potfebujeme védét, které hodnoty nejsou
pouzity ani v jednom pripustném freSeni, tj. které hrany nelezi na zaddném
maximalnim toku velikosti | X]|.

Véta 2 Necht f je mazimdlni tok grafu G, (u,v) hrana G. Pro vSechny ma-
zimdlni toky f' plati f'(u,v) = f(u,v) prdavé tehdy, kdyzZ hrana (u,v) ani
(v,u) nelei na cyklu o alespori tiech vrcholech v modifikované * siti po toku

f.

Dikaz viz [7].

!Modifikovan4 sit je termin pouZivany v algoritmech pro toky v sitich, napi. v Dinicové
algoritmu

12



My hledédme takové hrany (z;, v;), ze pro kazdy maximalni tok f’ velikosti
| X| je f'(xi,v;) = 0. Najdeme tedy jeden maximélni tok f, kandidati budou
ty hrany, pro které f(z;,v;) = 0. VSimieme si, ze pro takové z; a v; je
v modifikované siti po toku f jen hrana (z;,v;) a ne hrana (v;,z;), protoze
tok hranou (z;, v;) nelze zvétsit. Lezi-li tedy hrana (z;, v;) na néjakém cyklu
v modifikované siti po toku f, ma tento cyklus alespon 3 vrcholy. Hrana
(vj, ;) na cyklu lezet nemize, protoze v modifikované siti ani neni.

Hrana (z;, v;) lezi na cyklu pravé tehdy, kdyz vrcholy z; a v; lezi ve stejné
komponenté silné souvislosti. Ty najdeme v ¢ase O(m-+n) (n je pocet vrchold,
m pocet hran grafu G).

Nalezeni maximalniho toku Dinicovym algoritmem zabere ¢as O(mn).
Vime totiz, Ze maximalni tok mé velikost nanejvys | X | < n, takze zlep8ujicich
cest bude také nanejvys | X|.

P1i hledani maximalniho toku v dalsi propagaci miizeme opét vyuzit ma-
ximalni tok ”z minula”, kterému do maximalniho toku chybi jen k. Nalezeni
maximalniho toku pak bude trvat O(km).

Tento propagac¢ni algoritmus je aplny.

3.4 Hamiltonovska kruznice

Mgjme mnozinu proménnych X = {z1,,...,2,} jejichz domény jsou
mnoziny proménnych, tj. Dy, Dy, ... D, C X. Stejné jako u symetrické pod-
minky alldifferent vytvoiime graf G. Podminka hamilton(X) fik4, ze hrany
z;—hodnota z; tvori hamiltonovskou kruznici v G.

Nalézt vSechny nekonzistentni hodnoty je v tomto pripadé NP-tézky pro-
blém. Kdybychom totiz uméli nalézt v polynomialnim ¢ase vSechny hrany,
které nelezi na hamiltonovské kruznici, uméli bychom také poznat, jestli dany
graf obsahuje néjakou hamiltonovskou kruznici. A postupnym odebirdnim
hran z grafu by ndm pak zlistala samotna hamiltonovska kruznice.

Uplny propagaé¢ni algoritmus proto nepfipadé v tvahu, protoze v kombi-
naci s prohleddvanim prostoru feSeni nemé smysl pouzit propagacni algorit-
mus s exponencialni ¢asovou slozitosti.

PopiSeme propaga¢ni algoritmus navrZeny v [9].

Hodnota z; znamend néslednika v hamiltonovské kruznici. Toho musi mit
kazdy vrchol jiny, takZe miZeme hned pfidat podminku alldifferent(X), jejiz
casova slozitost je O(v/Xm).

Pokud | X| > 1, tak jisté hodnota z; nemiize byt ;. Tyto hodnoty mtizeme
z domény odebrat hned na zacatku.
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Daéle se budeme snazit co nejdiive poznat, ze hamiltonovska kruznice
neexistuje. Kdyz v grafu existuje hamiltonovska kruznice, musi byt graf silné
souvisly. Proto prohledavani prostoru feSeni zastavime, jakmile zjistime, ze
graf neni silné souvisly. Kontrola silné souvislosti zabere ¢as O(m + n).

Miizeme také hledat hrany, jejichz odebranim by se silna souvislost poru-
sila. Ty najdeme za O(mn). Pro kazdou takovou hranu (u, v) mizeme odebrat
v8echny hrany (z,v), kde = # u, a hrany (u,y), kde y # v. Hledani téchto
hran se ale vétSinou nevyplati (zmenseni prostoru prohledavani je pfilis malé
na vynaloZeny ¢as).

Definice 4 Cestu R v grafu G nazveme tetéz, pokud pro kaZdou hranu
(u,v) € R neezistuje v G hrana (u,z), kde x # v. Retéz je tedy cesta, ze které
se "nedd odbocit”.

Pro kazdy fetéz R z vrcholu u do vrcholu v miizeme odebrat vSechny
hrany z v do vSech vrcholi na fetézu R. VSechny tyto hrany az na hranu
(v,u) uz ale odebere podminka alldifferent. Budeme si proto udrzovat se-
znam vSech fetézii a pokazdé, kdyz vznikne novy fetéz, dva fetézy se spoji
nebo se fetéz prodlouZi, odebereme nadbyteéné hrany. To zabere ¢as O(n).
Tento algoritmus je ale tfeba iterovat tak dlouho, dokud se zadné dalsi fetézy
nespoji, celkova slozitost je tedy O(kn), kde k je pocet spojeni (soucet vSech
k v jedné vétvi backtrackingu je mensi nebo roven n).

Obrazek 3.5: Retéz (x1,z2,x3,x4) se prodlouzil o hranu (z4,z5). MiiZzeme
odebrat hranu (zs, x1). Hranu (z9, z5) odebere podminka alldifferent. Hranu
(x5, z3) uz podminka alldifferent odebrala dfive.

— — — —
— —
— —

[ S 7y By SNy By W 7y

Obrazek 3.6: Hrana (3, z4) spojila fetézy (x1,x2,23) a (24, 5, Tg). MiiZeme
odebrat hranu (xg, 7).
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Obrézek 3.7: Vznikl novy fetéz (1, xq,x3). Mizeme odebrat hranu (x4, z1).
Hrany (z4,22) a (27, 23) odebere podminka alldifferent.

3.5 Rozvrhovani

Méame mnozinu uloh (tasks) T, kazda tloha i ma danu dobu p; jakou
trva jeji zpracovani (processing time), ¢as r; kdy nejd¥ive muize zpracovani
zalit (release time) a Cas d; kdy musi nejpozdé&ji skonéit (due time). Mame
k dispozici jeden zdroj (resource), ktery je schopen tilohy zpracovavat. Podle
zdroje rozliSujeme:

disjunktivni rozvrhovani (Disjunctive Scheduling) — zdroj nemize
zpracovavat vice nez jeden tkol zaroven.

kumulativni rozvrhovani (Cumulative Scheduling) — zdroj mé ka-
pacitu C. Kazdy tkol ¢ € T' ma danu potiebnou kapacitu ¢;, kterou
potiebuje po celou dobu zpracovani (required capacity). Soucet kapa-
cit ¢; vSech tkoll zpracovavanych v jeden okamzik nesmi presdhnout
kapacitu zdroje C.

Podle druhu tloh rozliSujeme:

preemptivni rozvrhovani (Preemptive Scheduling)— ikol nemusi byt
zpracovan cely najednou, zpracovani lze prerusovat. Vétsinou ne zcela
libovolné, ale jsou dany néjaké dalsi podminky, kdy je dovoleno zpraco-
vani prerusit (napf. minimalni délka nepferusitelného tiseku, maximalni
pocet preruseni, maximalni doba preruseni apod.).

nepreemptivni rozvrhovani (Non-Preemptive Scheduling) — zpra-
covani tkolu musi bez prerusSeni trvat celou dobu p;. My se budeme
zabyvat vyhradné timto druhem rozvrhovani.

Ve vétsiné praktickych problémt je zdroji vice nez jeden a polotovar v da-
ném porfadi musi projit zpracovanim na nékolika strojich. Ukolem je rozvrh-
nout vyrobu co nejlevnéji, co nejrychleji skonéit s celou vyrobou (minimum
makespan) apod. Pfikladem takovych problémi je Job-Shop Scheduling Pro-

blem

([11], [13], [5], [2]), Resource-Constrained Project Scheduling Problem
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(RCPSP) ([13], [4]) nebo Cumulative Scheduling Problem (CuSP) ([13], [12],
2)).

My se budeme zabyvat propagaci globalnich podminek pouze pro jeden
zdroj. Pokud je zdroju vice, je tfeba také pouzit vice podminek.

Bylo vyvinuto nékolik algoritmii pro ovérovani platnosti a splnitelnosti
podminek v nepreemptivnim rozvrhovani:

e Edge-Finding Pomoci tohoto algoritmu J. Carlier a E. Pinson jako
prvni vyfeSili nékteré benchmarkové problémy. Dnes se spiSe pouziva
ekvivalentni ale jednodussi algoritmus z [11]. Edge-Finding byl ptivodné
navrzen pro disjunktivni rozvrhovani, ale da se prizpisobit i pro ku-
mulativni rozvrhovani.

e Intervaly tkolu (Tasks Intervals). Tento algoritmus pro disjunktivni
i kumulativni rozvrhovani navrhli Y. Caseau a F. Laburthe v [2] a
déle myslenku rozvijeli v [3], [4] a [5]. Kombinace Edge-Finding a Not-
First/Not-Last tento p¥istup v podstaté prekonava.

e Not-First/Not-Last. Dalsi algoritmus pro disjunktivni rozvrhovani
predstaveny v [12], dobfe se dopliiuje s Edge-Finding.

e Elastic Relaxations jsou dva algoritmy Fully Elastic Relazation of
the CuSP a Partialy Elastic Relazation of the CuSP pro kumulativni
rozvrhovani zalozené na zjednodusSeni rozvrhovacich pravidel tak, ze
vSechny platné rozvrhy podle piivodnich pravidel jsou také platné roz-
vrhy podle nové verze pravidel. Vyradime-li tedy jisté hodnoty jako
nemozné podle novych pravidel, jsou nemozné i podle pivodnich pra-
videl. Podrobnosti viz [10] a [13].

e Energetic Reasoning nebo také Left-Shift /Right-Shift je vhodny
pro kumulativni rozvrhovani. Je pomalejsi nez Edge-Finding a Not-
First/Not-Last, ale propaguje vice zmén a také d¥ive rozpozna nespl-
nitelnost podminky.

e Shaving neni samostatny algoritmus, ale metoda jak pouzit néjakou
jinou podminku a pomoci ni ”ofezavat” okraje intervalu (r;, d;). Pro
kazdou tlohu 7 € T zkusime zafixovat provadéni tikolu 7 od ¢asu r;. Po-
kud podminka signalizuje nesplnitelnost, tak mizeme r; o jedna zvétsit
a dale r; ”ofezavat”. Podobné pro d;.

Shaving nad algoritmem Edge-Finding je popsan v [11].

Zadny z téchto algoritmi nedél4 Gplnou propagaci — Gplna propagace je
NP-tézky problém.

Ve vSech algoritmech se budeme snazit zmenSovat interval (r;,d;) (time
window). Doménu D; proménné t; = (r;,d; — p;), kterd fika, kdy muize zacit
zpracovani tkolu 7, tedy vzdy budeme chapat jako interval. ZvétSeni r; nebo
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zmensSeni d; bude odpovidat zmenseni domény D;. Dalsi propagace se spusti
pouze tehdy, kdyz se jesté vice zvétsi r; nebo zmensi d;. Kdyz totiz néjaka
jind podminka odebere z domény D; hodnotu riiznou od min(D;) a max(D;),
nema cenu poustét propagacni algoritmus znovu, protoze ten stejné hledi
pouze na r; a d;.

Déle uz budeme mluvit jen o (r;, d;) misto o D;.

3.6 Edge-Finding

V této kapitole popiSeme algoritmus edge-finding pro disjunktivni rozvr-
hovani podle [11] a [12].

Nejprve si zavedeme dalsi znaceni. Pro mnozinu tukold 2 C T je rq cas,
kdy miize zacit zpracovani prvniho tkolu z €2, dq je ¢as, kdy nejpozdéji musi
skoncit vSechny ukoly z 2 a pq je celkovy ¢as potfebny pro zpracovani vSech
uloh z €

ro = min{r; | i € Q}
do = max{d; | i € Q}

pba = sz'

1€Q
/D

Tm =TqQ m —%dm dQ:dl

A
\4

Obrazek 3.8: Priklad mnoziny 2 = {k, [, m}.

Fakt, ze kol 7 musi byt zpracovan pred mnozinou tkoli €2, budeme za-
pisovat 7 < €). Podobné {2 < i znamenad, ze kol ¢ musi byt zpracovan az
po vsech ukolech z €.
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3.6.1 Pravidla

Edge-Finding je zalozen na nasledujici iivaze:

VQCT: dq—rq < Pa = fail (31)
VQQT,VZET—Q dQU{Z}—TQ<pQ+pz:>’L<<Q (32)
VQCTVieT - dQ—T‘QU{i}<pQ+pi=>Q<<i (3.3)

Prvni implikace k4, ze pro kazdou mnozinu taloh €2 musi byt v intervalu
(rq,dq) dost Casu pro zpracovani vSech dkoli z 2. Pokud je ¢asu méné,
signalizujeme nesplnitelnost podminky:

» Pa -

ro ST l m

do

Y

Obrazek 3.9: Piiklad nesplnitelné mnoziny Q = {k, [, m}.

Druhé implikace pro libovolnou mnozinu €2 a tkol ¢, ktery v ni nelezi,
bere v uvahu interval (ro,daugy) 2 (ra,da). Pokud se do tohoto intervalu
ulohy z €2 a tloha 7 spole¢né nevejdou, musi byt kol ¢ zpracovan uz pred §2:
- Pa + Pi - -
rafgS ) I m i

do d; = dautiy

Y

Obréazek 3.10: Ukol i nemiiZe byt zpracovan za mnozinou 2 = {k,l,m} ani
v priibéhu mnoziny 2. Musi tedy byt zpracovan pfed mnozinou 2. (P¥ipad
di > dQ)

Tteti implikace je symetrickd k druhé. Pokud se do intervalu (rqug, do)
vSechny tlohy z Q2 dohromady s tillohou ¢ nevejdou, musi byt kol ¢ zpracovan
za vSemi tkoly z mnoziny ).

Ze znalosti i < € nebo < i mizeme vyvodit zmenseni intervalu (r;, d;):
QO <i=r;>max{rg +py | 2 C Q} (3.5)
Pokud totiz kol ¢ musi byt vykonan pred vsemi ukoly z €2, pak pro

libovolnou mnozinu 2’ C € musi tikol 7 skon¢it pred do — poy. Druhé pravidlo
je symetrické.
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Doy

A
A

deoy

Ukol i musi skonéit nejpozdéji zde, aby zbylo dost ¢asu pro €

Obrazek 3.11: Vysvétleni k pravidlu 3.4.

Na pravidlech 3.1-3.5 je zaloZen algoritmus v ¢lanku [12]. V [11] je bez
diikazu Teceno, Ze nize popsany algoritmus dava stejné vysledky. My piina-
Sime ditkaz tohoto tvrzeni tim, zZe algoritmus pfimo zalozime na pravidlech
3.1-3.5.

3.6.2 Volba mnoziny (2

Vsech mnozin 2 C T je ptili§ hodné na to, abychom pro vSechny testo-
vali 3.1-3.3. NasStésti neni potieba zkouset vSechny podmnoziny mnoziny 7.
Ukazeme, Ze staci za €2 volit mnoziny ve tvaru:

[l,m]:{k\kET/\rerl /\dkédm}

kde [ a m jsou libovolné tkoly z mnoziny T' (mohou byt i stejné). V [2] se pro
tyto mnoZiny zavadi nazev interval ikoli. Takovych mnozin je O(n?), kde n
je pocet ukoli.

Vezméme si libovolnou €2 C 7" a k ni vytvorime mnozinu V:

\I/:{k|kET/\Tk2TQ /\ddeQ}

Mnozina ¥ m4 tvar intervalu tloh [, m], sta¢i zvolit za [, m ty tkoly z ©,
pro které rqo = r; a dg = d,y,.
Pro mnozinu ¥ plati:

SRV

Ty = Tq
dy = dg
Py 2 Pa

Zvolime-li tedy v implikaci 3.1 misto mnoziny {2 mnozinu ¥, tak pokud
Q) zptusobila fail, tak ¥ ho zptisobi také.

Pokud v implikaci 3.2 zvolime misto {2 mnozinu ¥, v zavislosti na volbé
ukolu 7 mohou nastat nastat dvé moznosti:
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e i ¢ V. Pokud implikace 3.2 vyvodi i < €2, tak pak stejnd implikace ale
pro mnozinu ¥ a kol ¢ vyvodi i < W, coz je jeSté lepsi vysledek, jak
je vidét z pravidla 3.4.

e i € U a pfitom i ¢ Q. Pak pfedpoklad implikace 3.2 neplati, nebo
podminka 3.1 pro mnozinu ¥ vyvodi fail (kdyz i € ¥ a i ¢ , tak
py > pa—+p;)- Pokud tedy nejdiive otestujeme vSechny relevantni pod-
mnoziny 7" na podminku 3.1, nemize predpoklad implikace 3.2 pro
i € ¥ nikdy platit (fail znamena okamzité ukonceni propaga¢niho al-
goritmu).

3.6.3 Algoritmus

Uk4zeme, jak v Case O(n?) ovéiit platnost podminky 3.1 a najit vSechny
zmenSeni intervald (r;, d;) vyplyvajicich z pravidla 3.3. ZmenSeni intervald
vyplyvajici z pravidla 3.2 je symetrické k 3.3.

Zvolime si pevné tkol j € T. Polozme Qy = [j,j]. Mnozina Q; bude
nejmensi interval tkold, ktery je rozsifenim {2y doleva. Najdeme tedy tkol ¢
s hodnotou r; = max{ry | k € T—Qy A dj, < d;} a polozime Q; = [k, j]. Takto
pokracujeme dél az vytvofime posloupnost mnozin £y C £y C --- C €.

Kdy7z si ukoly dopredu setfidime podle hodnoty r;, budeme schopni vy-
tvofit posloupnost €2, €4, ... 2, v ase O(n) a jesté pro kazdou tuto mnozinu
Q; spocitat hodnotu pg,. Ovéfeni podminky 3.1 tedy zabere ¢as O(n?) (méme
n moznosti jak zvolit 7).

Pro kazdou mnozinu €; si jesté potrebujeme dopredu spocitat hodnotu
max{rqg + po | @ C O} pro pravidlo 3.5. Uvazujme, jak se hodnota zméni
max{rg + por | ' C O} oproti max{rq: + po | Q' C Q; 1}. V mnoziné
2, pribyly pouze tkoly k takové, Ze ry = rq, < ro,_,. PodmnoZiny mnoziny
), které nejsou podmnozinou mnoziny £2;_1, jsou proto pravé takové mno-
ziny ¥ C ), Ze rgr = rq,. A abychom z téchto novych podmnozin dosahli
co nejvétsiho rogr + por, musime zvolit Q' = ;. Dostavame tedy rekurzivni
vypocet:

max{ro + por | ' C '} = max{max{ro: + por | ' C Q_1},7q, + po,}
(3.6)

Spoditat tyto hodnoty nam zabere ¢as O(n).

V pravidle 3.3 je zbytecné volit 7 a €2 tak, ze do > d;. Pokud totiz plati
predpoklad implikace 3.3, tak pro mnoZinu 2 U {i} vyvodi pravidlo 3.1 fail.

Mnozina tkoli U C T, pro které ma cenu testovat pravidlo 3.3 pro mno-
ziny [4,7] = Qo,,...,Q tedy je: U = {i | i € T A d; > d;}. Ukoly
z mnoziny U setiidéné vzestupné podle p; ozna¢me ug, u1, . . ., Uq.
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Predpoklad implikace v pravidle 3.3 miizeme rozepsat jako konjunkci dvou
vyrazi:

do — o < pa + p;
do —1; < pa+pi

Uvazme nyni dvojici 2, a ug:

e Pokud pro dvojici €2,, u, neplati 3.7, pak 3.7 neplati ani pro 2, a
Uy Uty - - - 5 Ug—1, PrOtOZE Pyy < Py, < -+ < py,. MiliZeme tedy mnozinu
2, odebrat z posloupnosti {2, 2y, ..., .

e Pokud pro dvojici 2, u, neplati 3.8, pak 3.8 neplati ani pro kol u, a
mnoziny €y, )y, ..., 1, protoZze po, < po, -+ < po, a do, = do, =
«++ = dgq,. MiiZeme proto odebrat u, z mnoZiny U.

e Pokud pro dvojici €2, u, plati 3.7 i 3.8, miiZeme podle 3.5 opravit r, .
I kdyby pro néjakou dalsi 2, C €, pravidlo 3.3 také vyvodilo €2, < u,,
hodnotu r,, uz to nezméni (to vyplyva z tvaru pravidla 3.5. Mizeme
proto odebrat kol u, z mnoZiny U.

Mnozin v posloupnosti €, €, ...,€, je O(n), Gkold v mnoziné U také
O(n). V kazdém kroku (ktery trva O(1)) odebereme bud jeden tkol z mno-
ziny U, nebo jednu mnoZzinu z posloupnosti €y, {2y, ...,€,. Pro dané j tedy
vyvodime vSechny disledky z pravidla 3.3 v ¢ase O(n), pro vSechny j to pak
v Case O(n?).

Jeden béh algoritmu edge-finding tedy trvd O(n?). Zmény, které edge-
finding nalezne, ale mohou zpusobit, ze dalsi béh edge-finding nalezne jesté
dalsi zmény. Proto se doporucuje edge-finding iterovat, dokud nevyvodi zadné
dalsi zmény.

3.7 Not-first/not-last

Algoritmus not-first /not-last (viz. [12]) je zaloZen na pravidlech:

VQCT,Vi¢Q:dQ—Ti<pQ+pi:>iKQ (39)
VQCT,VigéQ:di—T‘Q<pQ+pi=>Q§<i (310)

Prvé pravidlo not-first ¥ika, ze pokud neni v intervalu r; — do dost ¢asu
pro zpracovani vSech tkoli z €2 spolec¢né s tkolem 7, pak kol 7 nemuze byt

zpracovan pred vSemi tkoly z Q (i & €2). Podobné druhé pravidlo not-last
rozpozné, kdy tkol i nemiize byt vykonan az po vSech tkolech z 2 (Q £ 7).
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Y

A

- Pa + pi
TQ[ i k I m K do ]dz’

ri

Obrazek 3.12: Ukol ¢ nemtize byt zpracovan pred mnozinou = {k,,m}.

Z vlastnosti i €« ) a 2 £ i mizeme odvodit zvétseni hodnoty r; pfipadné
zmensSeni hodnoty d;:

i L Q=1 >min{r;+p; | j €} (3.11)
Q&i=d <maz{d; —p;|j€Q} (3.12)
Zména r; podle 3.11 vychazi z toho, Ze pred tkolem 7 musi byt vykonan

alespon jeden tkol j € (2. Podobné 3.12 tik4, Ze po skonceni tikolu ¢ musi byt
jesté dost Casu pro zpracovani alespon jednoho tkolu j z mnoziny €.

TQ TlEil > dq

‘0’0’0’0’0‘0‘0 KX 0’0’0’0’0’0’0 J
OO, 111 XL dm
OO 0 036202020

ukol 7 miize zacit nejdrive tady

Obrazek 3.13: Zména r; podle pravidla not-first 3.11

Ukézeme algoritmus z [12] pro pravidlo not-first. Tento algoritmus s ¢a-
sovou slozitost{ O(n?) a prostorovou slozitosti O(n) najde vsechny zmény,
které plynou z pravidel 3.9 a 3.11.

Podobné jako u algoritmu edge-finding ukazeme, 7ze v pravidle 3.9 neni
potieba volit vSechny kombinace mnozin {2 a tkolu ¢ abychom z pravidel 3.9
a 3.11 vytézili maximum.

Daéle budeme ptredpokladat, ze tikoly jsou sefazeny vzestupné podle d;, tj.
i < j & d; <dj;. Prodané tkoly j, k € T takové, Ze j < k ar;+p; < ryp+ps,
ozna¢me 2(jk) mnozinu:

QUk)={m|meT A m<kArj+p; <rm—+DpPn}
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Pokud j a k nespliwji j < k nebo r; + p; < ry, + pi, tak polozime Q(jk) = ()
a dg(jr) = 00. Pro libovolny tkol i € T budeme pod €2(ijk) myslet mnoZinu:

Q(ijk) = QGk) \ {2}

Pokud tedy ¢ ¢ Q(jk), tak Q(ijk) = Q(jk). Mnozina Q(ijk) je nejvétsi
mnozina takova, ze dqgjr) = di a pravidlo 3.11 by ukolu ¢ posunulo hodnotu
r; na r; + p; (pokud by platilo 3.9).

Véta 3 Pokud pravidla 3.9 a 3.11 pro ukol v € T a mnozinu Q2 C T zméni
hodnotu r; na r; + p;, pak eristuje tkol k € T takovy, Ze k # 1, k > j a
pravidla 8.9, 8.11 pro kol i a mnoZinu Q(ijk) také zméni hodnotu r; na
T + pj.

Dikaz: Zvolme k£ = max{l | | € Q}. Je zfejmé, 7e k > j, protoze j € .
Déle k # i, protoze i ¢ Q, zatimco k € Q. Z volby k vyplyva, ze Q C Q(ijk),
dagjk) = do a Pagjk) > Po. Protoze pravidlo 3.9 plati pro €2, plati i pro Q(ijk)
a pravidlo 3.11 pro §(ijk) tedy odvodi r; > r; + p;. O

Oznacme:
d;% = min{dagy — Py | 1 € {1,2,...k}}
V8echny hodnoty §;; pro dané j miZzeme spocitat v ¢ase O(n) ze vztahu:
05 = min{dajr) — Pa(ik), jk-1}

Veéta 4 Necht'i a j jsou dva riuzné ukoly. Pravidla 3.9 a 3.11 dovoli upravit
ri podle r; > rj + p; prdveé tehdy, kdyZ plati alespoti jedna z mozZnosti:

1. T + i <7y +pj O,(Sj,n <r;+p;

2. i +pi>1j+Dp; adj, <r;nebodj; 1 <1+ p

Dikaz: Podle véty 3 je mozné hodnotu r; opravit na r; > r; + p; pravé
tehdy, kdyz existuje ukol k takovy, Ze plati 3.9 pro mnozinu Q(ijk) a ukol i.
Rozlisime dva pripady:

1. 7+ pi < rj+ p;. Pak ¢ nemize lezet v zddné mnoziné Q(jk)(z definice
mnoziny Q(jk)). Proto Q(ijk) = Q(jk). Opravit r; v tomto pfipadé mi-
zeme pravé tehdy, kdy?Z existuje tikol k£ takovy, Ze (upravena nerovnost
z 3.9):

dagk) — Pagk) < Pi + T
A takovy kol k existuje pravé tehdy, kdyz:

mln{dQ(]l) — Pagi ‘ l e {]_, 2, ceey TL}} <7+ pi

Coz je presné d;, < r; + p;.
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2. v+ p; > r; + pj. RozlisSime jesté dalsi ti1 pripady:

e 1 = k. Podle véty 3 neni tfeba tento pripad testovat.

e i > k. Ani tentokrat neni tikol i v mnoziné Q(jk) a proto Q(ijk) =
Q(jk). Mzeme tedy opravit hodnotu r; pravé tehdy, kdyz existuje
néjaké k < 1 takové, ze:

da(ix)y — Pagr) < Ti + s
Coz je pravé tehdy kdyz:
5]"1'_1 = min{dg(ﬂ) — Pag) | l e {1, 2,...,1— 1}} <T;+ p;

e i < k. Pak tikol i lezi v Q(jk) a proto pajr) = Pak) — pi- Protoze
navic i # k, tak dogjr) = da(jr)- Proto miizeme v tomto pifpadé
nerovnost 3.9 upravit na:

daijk) — Pagijk) < Ti + Di
do(jr) — Pagik) < Ti
Hodnotu r; tedy mizeme opravit pravé tehdy, kdyz:
min{dg(jl) — Pal) | l e {i, 1+ 1,..., n}} <T; (313)

Pokud uz uspél predchozi pfipad, tj. 6;,—1 < 7; + p;, tak uz na
platnosti nerovnosti 4, < r; nezalezi.

Pokud ovsem predchozi pripad neuspél, tak mizeme v nerovnosti
3.13 volit [ € {1,2,...,n} misto I € {i,i + 1,...,n}, protoze
tim minimum nemiZeme snizit pod r;. Tedy r; miZeme posunout
pravé tehdy, kdyz d;, < r;. O

Z této véty pak vyplyva nasledujici algoritmus, ktery v ¢ase O(n?) pro-
vede vSechny zmény vyplyvajici z 3.9 a 3.11. Algoritmus pro 3.10 a 3.12 je
symetricky.
for j:=1 to n do begin

SpoCti 1,052, ---,0;n;

for i:=1 to n do

if r,+p;, <r;+p; then begin
if ri+p; > 5j,n then
ri 1= max(r;,r; +pj);
end else begin
if r,+p;>6d;,1 OR r; >6;, then
ri 1= max(r;,7; +pj);
end;
end;
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3.8 Intervaly tukola

Ukézeme algoritmus intervalt tkolt z [2], [5] a [3]. Rozebereme jednot-
livd pravidla vzhledem k pravidlim edge-finding a not-first/not-last a také
porovname cely algoritmus s kombinaci algoritmu not-first /not-last (pokud
je mi zndmo, takto porovnavany tyto algoritmy zatim nikde nebyly).

Intervaly tkoll (task intervals) byly poprvé definovany v [2]. My pouZi-
jeme definici z [3]:

Definice 5 Necht i, € T jsou dva tdkoly (nemusi byt nutné rizné), pro
které plati r; <r; A d; <dj, pak interval kol je mnoZina:

I =[i,j]l={t|ri<r A d <d;}

Takovy interval ukolu nazyvdme aktivni.
Pokud i a j nespliuji r; <r; N d; <dj, pak I = [i,j] = 0.

N

rd[:dz

Y-

Obrazek 3.14: Priklad intervalu aloh I = [4,7] = {i, &k, [}

Ty =TI

x@.

Ve stavu podminky si budeme udrzovat seznam vSech intervali (udrzu-
jeme aktivni i neaktivni intervaly), t&ch je O(n?) (n je pocet tloh |T|). Pro
kazdy z téchto intervali I = [i, j] udrZzujeme tyto hodnoty:

e Mnozinu /. Autofi [2] doporucuji bitové pole.
e Cas p; potiebny pro vykonani vsech tkolt z 1.
e Jestli je interval T aktivni, neboli I # {).

Vsechny tyto hodnoty se béhem procesu TeSeni méni.

Intervaly budeme ukladat do matice tak, abychom pro dany kol ¢ mohli
projit v8echny intervaly ve tvaru [7, j] a [J, 1].
3.8.1 Splnitelnost intervalu ukolu

Prvni z podminek nad intervalem tkoli kontroluje, jestli je viibec v in-
tervalu dost ¢asu na splnéni vSech kol které v ném jsou.
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Pro aktivni interval I:
pr > dy — r; = fail

Toto pravidlo je ekvivalentni s pravidlem 3.1 algoritmu edge-finding.

3.8.2 Pravidla not-first a not-last

Autofi [2] tato pravidla nazvali edge-finding, ale jak uvidime, jedna se
o pravidla not-first a not-last.

Uvazujme, jestli dany tkol ¢ € I muze byt v rdmci I vykonan jako prvni.
JestliZe by provadéni intervalu I zac¢alo tikolem ¢, vSechny tikoly z I (vCetné t)
by musely byt provedeny v dobé (d;, r;). Ukol ¢ tedy lze vykonat jako prvni
pouze pokud v intervalu (ry, d;) je dost ¢asu na vykonani vSech tkoli z I.

Pokud tloha t nemuze byt zpracovana v intervalu I jako prvni, tak ptred
ulohou t musi byt provedena néjaka jind uloha z I, takze tloha ¢t nemtze
zacit diive nez skonci alespon jeden z ukold v intervalu I:

VI Vtel:di—r,<pr=r;>min{ry +pg,k €I N k#1t}

Pili§ mélo ¢asu (pro v8echny tkoly)

-«

nE— t *%dt
le}i]' >l d; = d;

02.9.0.0.0-0_0_ C KRR X XA
SRR 1 X588 d
%0%%%%%%78%6%%% %

ukol t mize zacit nejdiive tady

Obrazek 3.15: Priklad pouziti pravidla not-first

Casto se miize stat, ze se toto pravidlo spusti (tj. plati pfedpoklad im-
plikace), ale nezvétsi hodnotu r;, protoZze uz je vétsi nez pocitané minimum.
Abychom pocet takovych zbyte¢nych vypocti zmensili, pozménime pravidlo:

VI:[i,j]vtEIZd[—Tt<p[ N1y <Ti+Dp;
=r>min{ry+p, k€I N k#t}

Tato verze pravidla je stejné silna jako ta predchozi, ale nebude potieba tak
¢asto pocitat minimum.
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Vidime, Ze toto pravidlo odpovida pravidlim not-first 3.9 a 3.11 pro mno-
zinu 2 = I —t a kol t.

Symetrické pravidlo not-last pak rozhoduje, ktery kol z intervalu I mize
byt vykonan jako posledni:

VI=[i,5]Vt el :d—rr<pr A d>dj—p,
= dy <max{dy —pg, k€T N k #1t}

3.8.3 Pravidlo vylouceni

V ¢lanku [2] je toto pravidlo nazvano ezclusion. Jednéd se o kombinaci
edge-finding a not-first /not-last.

Budeme zkoumat poradi mezi intervalem I tlohou ¢ ¢ I. Pokud dy —r; <
pr + pt, pak tkol ¢ nemiize byt vykonan pred intervalem I. Pokud navic
d; —r; < pr+p, tak kol ¢ nelze vykonat ani béhem intervalu I (tj. ¢ by byl
mezi dvémi tkoly z I). Pro kazdy aktivni interval I a tkol ¢ ¢ I tedy méame
pravidlo:

Require d; — 7, < pr+ ps;
if dy —r; <pr+p; then begin
Ty 2> T1+DPr;
Ve el:d, <d;—ps;
end else
re > min{ry +pg | k € I};

Podobné jako v predchozich pravidlech not-first a not-last se mizeme
nékdy vyhnout zbyteénému poé¢itani vyrazu min{ry + p; | k£ € I} a budeme
ho poéitat pouze pokud r; < r; + p;, kde I = [i, j]-

Prva uprava r; > r; 4+ p; odpovida pravidlu 3.3 edge-finding, ale hodnota
ry by $la zvétsovat vice, viz pravidlo 3.5. Takto bychom mohli algoritmus
intervalii kol vylepsit, aniz bychom zvétsili jeho ¢asovou naro¢nost (pro
kazdy interval  bychom udrZovali jesté hodnotu max{ro + po | Q' C Q,
ktery bychom pfi zméné intervalu mohli opravit podle 3.6).

Stejny, ne-li lepsi vysledek ne7 druhd tprava (dy < d; — p;), da pravidlo
not-last (viz. 3.10 a 3.12) pro mnozinu [ U {t} — {k} a tkol k.

Treti pravidlo zase odpovida pravidlu not-first (viz. 3.9 a 3.11).

Symetrické pravidlo not-last pak reaguje na to, Ze kol ¢ ¢ I nemiize byt
vykonén za intervalem I:

Require d; —r; < pr + ps;
if d[ — 1y < pr—+p: then begin
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dy < dr —pr;

VkEIITkZTt-f‘pt;
else

dy < max{dy —px | k € I};

3.8.4 Udrzovani intervalu

Jak uz bylo fec¢eno vyse, vétSina atributi intervalu se béhem procesu re-
Seni méni. Musime tedy byt schopni rychle poc¢itat zmény intervalii — mnozina
I se muze zvétSovat a zmensSovat, aktivni interval se miize stat neaktivnim a
naopak. Potfebujeme tedy reagovat na zmény hodnot r; a d;; hodnota r; se
muze pri propagaci pouze zvétSovat a hodnota d; zase pouze zmenSovat.

Pti zvétseni hodnoty r; z v na w musime:

1. Deaktivovat intervaly ve tvaru [t, j], kdyz w > d;.

2. Vytadit ukoly k z aktivniho intervalu [¢, j], pro které r, < w.

3. Pridat ukol ¢ do aktivnich intervalt [7,j| takovych, ze v <r; <w A
dy < d,.

4. Aktivovat intervaly [7,t] pro i, které spliuje v < r; <w A d; < d;.

Algoritmus pro zvétSeni hodnoty 7, na w
V 1= Ty,
for active I =[t,j] do begin

if r;<w A j#t then begin
I:=0;
active(I) := false;

end;

for kel do

if r, <w then begin

I = I\ {k};

Pr = Pr—DPk;
end ;
end;
Ty i= w;

for i€eTsuchast#i ANv<r;<w do
for I =1i,jlsuchasd, <d; AN t¢ I do begin

I = 1TU{t};
pr 1= pr+p:;
end;

for I =[i,t] such as —active(I) A r; <w A d; <d; do begin
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I :={k|ri<rg A dp<d};

Pr i= D perPr;
active(I) := true;
end;

Algoritmus pro zmens$eni hodnoty d; je symetricky.

Vidime, 7ze samotné zvyseni hodnoty r; ma ¢asovou slozitost O(n?). Tim
se navic mtize zménit az O(n?) intervalii, pro které je tieba znovu testovat
pravidla. A otestovani pravidla not-first, not-last a edge-finding pro jeden
interval a vSechny tkoly trvd O(n). Pokud tedy algoritmus zizi n&jakou do-
ménu, bude ¢asové sloZitost minimalné O(n?).

3.8.5 Porovnani s edge-finding a not-first /not-last

Ukézali jsme, ze algoritmus intervalii uloh by Sel snadno vylepsit, takze
by byl stejné silny jako edge-finding. V algoritmu jsou pouzita i pravidla not-
first a not-last, nejsou ale testovana pro vSechny potifebné dvojice mnozin
a tkolli, nevyvodi se tedy vSechny zmény, na které piijde algoritmus not-
first/not-last. K tomu bychom museli kromé intervald tkold udrzovat jesté
v8echny mnoziny Q(jk) podle véty 3 (str. 23).

Tézko odhadnout, jak dlouho bude algoritmus intervali tloh bézet, do-
kud z&dné z pravidel nebude moci propagovat dal$i zménu. Stejné to ale ne-
miizeme odhadnout ani u algoritmu edge-finding a not-first/not-last (jedna
iterace trva O(n?), ale oba algoritmy je tieba iterovat).

Pro intervaly tloh mluvi to, Ze se testuji pouze ty intervaly, ve kterych
skutecné doslo ke zméné, zatimco edge-finding a not-first /not-last pofad do-
kola zbytecné testuji i nezménéné intervaly.

Algoritmy edge-finding a not-first /not-last vSak nepot¥ebuji stav pod-
minky a maji pamétovou naro¢nost O(n). Intervaly tloh potiebuji na ulo-
zeni stavu prostor O(n?) a tento stav musi byt zpétné rekonstruovatelny
pii navratu v algoritmu prohleddvajicim prostor feSeni. Tim se prostorova
narocnost jesté vice zvétsi.

V neposledni fadé se algoritmy not-first /not-last a edge-finding mnohem
jednoduseji implementuji (neni potfeba udrzovat stav).

To vSe jsou diivody, proc¢ se intervaly kol uz dnes pfili§ nepouzivaji.

3.9 Energetic reasoning

Popiseme a mirné vylepsime algoritmus podminky splnitelnosti pro ener-
getic reasoning neboli left-shift/right-shift podle [10] a [13]. Dalsi pravidla
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pro energetic reasoning zde uvadét nebudeme.

Energetic reasoning je algoritmus pro kumulativni nepreemptivni rozvr-
hovéni, da se nicméné pouzit i pro disjunktivni rozvrhovani (disjunktivni roz-
vrhovani je specialni pfipad kumulativniho rozvrhovani pro kapacitu zdroje
C =1 a pozadavky na kapacitu ¢; =co =--- =¢, = 1).

Zvolme si libovolny ¢asovy interval (t1,t5) (t1,t2 € R). Budeme zkou-
mat, kolik kapacity (energie) se v tomto intervalu nutné musi spotiebovat.
Oznacme:

pi (t1) = max(0, p; — max(0,t; — ;)
pz_ (t2) = maX(O’pi - maX(Oa dz - t2))
Hodnota p; (t;) je minimélni doba, po kterou musi tikol 7 probihat po oka-

mziku t;, hodnota p; (t2) zase minimalni doba, po kterou musi tikol 7 probihat
pred okamzikem t,:

pi (t)

p; (t2)

Obréazek 3.16: Ukazka p; (t1) a p; (t2)

Minimalni kapacita spotfebovana tkolem i v intervalu (¢;,t,) pak je:
W (i, t1,ta) = ¢ % min(p] (t1), p; (t2), ta — t1)

Celkové vSechny tkoly spotfebuji v intervalu (¢, t5) kapacitu:

W(tl, t2) - Z W(Z, tl, tg)

i€T
V intervalu (¢, ;) tedy jeSté zbyva volna kapacita:

S(tl,tQ) =(Cx* (tQ — tl) - W(tl,tg)
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3.9.1 Pravidlo splnitelnosti

Pravidlo splnitelnosti kontroluje, jestli v nékterém intervalu neni spotie-
bovano vice kapacity nez je mozné:

\V/tl,tg S R, 11 <ty S(tl,tg) < 0 = fail (314)

V [10] a [13] jsou pak dalsi pravidla pro zmenSovani intervalt (r;, d;).
Casov4 slozitost algoritmt na nich zalozenych je O(n?®). My se budeme déle
zabyvat pouze pravidlem 3.14, proto tato pravidla neuvadime.

V [10] a [13] je dokdzana nasledujici véta, my ji uvedeme bez dikazu,
protoze pozdéji dokazeme novou, jesté silnéjsi verzi.

Véta 5 Necht O1, Oy a O(t) jsou mnoZiny:

Or={r;|1<i<n}U{di—p; |1 <i<n}U{ri+p|1<i<n}
Oy ={d; |1 <i<n}U{ri+p|1<i<n}U{di—pi|1<i<n}

Pak Vty,ty € Rty <ty :S(t1,t2) > 0 plati prdavé tehdy, kdyz plati S(s,e) >0
pro vechny s a e takové, Ze (s € Oy A e € O2UO(s)) V (e € O3 A s € Ofe)).

Tato véta ndm tedy dovoluje volit jen O(n?) intervalli a pro né testovat
podminku 3.14.

V [13] je vyslovena domnénka, ze pocet testovanych intervalti by mohl jit
jesté zmensit. My takové zmenSeni ukazeme.

3.9.2 Graf funkce W (i, t, 1)

Rozebereme graf funkce W (i, t1,ty) v zavislosti na ¢; a t,. Jde o trojroz-
mérny graf, pohled se shora vidime na nésledujicim obrazku:
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\
lo —H +F
W(i,tl,tg) == 0
W(i,tl,tQ) tl > t2
=G *D;
) L — — —|— = —d;
G \
|
e N
| |
) — n — | — — — dz y2i
= | B |
| A
W (i, t1,t2) =0 | |
I ,
————— -
0 Ti  dy—p; TitDi

Obrazek 3.17: Graf funkce W (i, 11, t9) pro piipad d; — r; < 2p;

Graf se sklada z ¢asti rovin, naklonéné roviny jsou Srafované a Sipkou je
naznaceno kterym smérem rostou. Rozebereme jednotlivé ¢asti grafu:

[ tl Z T —i—p, Pak pj(tl) =0a pI"OtO také W(i,tl,tz) =0.

o ty, < d; —p;. Pak p; (t2) = 0 a proto také W (i,t;,t5) = 0.

o t; < r;aty > d;. Pak je interval (r;, d;) uvnit¥ intervalu (t1, ;) a tudiz
W(Z, tl, tz) = C; * P;.
e Zjistime, pro které t1 a ty je min(ty — t1,p; (¢1),p; (t2)) = ta — 1.

Nerovnost ¢, — t; < pj(¢;) znamena, 7e i kdyz posuneme ftkol i co
nejvice doleva, stile bude po cely interval (t;,ts) probihat zpracovani
ukolu 7:

32



pi (t)

p; (t2)

t to

Proto musi byt ¢t < r; + p;. Podobné kdyZz posuneme tkol co nejvice
doprava, stéle bude zpracovani probihat po cely interval (¢1, ;) a proto
t1 > d; — p;. Navic musi byt t; < t,.

V trojthelniku ABC tedy W (i, t1,t2) = ¢; * (t2 — t1).
V ptipadé, ze d; — r; > 2 * p; tento pfipad viibec nenastava (pokud pro

t1 a ty plati t; > d; — p; a ty < r; + p;, nemtize uz platit ¢, < ty).

Najdeme, pro které ¢ a to plati min(ty — 1, p (t1), p; (t2)) = p; (t1),
pri¢emz se omezime jen na ty dvojice t; a t9, pro které zatim nevime
kolik W (i,t1,t2) je, tedy:

h <71 +pi

ty > di — p;

Stadi zjistit kdy p; (t1) < p; (t2), protoze pripad t, — t; < p; (t,) jsme
jiz probrali.
Aby mohlo byt p; (1) < p; (t2), musi byt p; (t1) < pi, protoze p; (t5) <
p;- Proto t; > r;. Pomoci téchto nerovnosti pro t; dostaneme:
pi (t1) = max(0, p; — max(0,t; — ;) =
= maX(O,pi — t1 + TZ’) =
=pit+ri—t
Déle rozlisime dva pripady podle t5:
o ty > d;. Pak p; (t2) = p; a tedy p/ (t1) < p; (t2).
o ty < d;. Pak z nerovnosti pro t, dostavame:
p; (t2) = max(0, p; — max(0,d; — t2)) =
= maX(O,pi - dz + tz)) =
=pi—di+1t
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Tedy p; (t,) < pj (t2) pravé tehdy, kdyz:
pi+ri—ti <pi—di+iy
ri +di <t 41
V oblasti FCADH tedy W (i,t1,t2) = p; (t1) = pi + i — t1.
e Podobné v oblasti EBADG je W (i, t1,t2) = p; (t2) = to + p; — d;.

Tim jsme ukazali, 7e graf funkce W (i, t1,t3) pro pevné i vypada tak, jak
je naznaceno na obrazku 3.17 pro d; — r; < 2p;, nebo pro d; — r; > 2p; na
obrazku 3.18. V obou pripadech je graf spojity.

A

to —H | TF
W(Za tla t2)
=Ci * i
| D - — 7 —
G
|
|
E | A=B=C
| |
|
| |
W(i,tl,tz) = 0 |
| |
] =
0 Ti 1+ p;

Obrazek 3.18: Graf funkce W (i, 1, t2) pro piipad d; — r; > p;

3.9.3 Relevantni intervaly (¢1,s)

Vzhledem k tomu, ze grafy funkci W (i,;,%2) jsou spojité a skladaji se
z Castirovin, je funkce S(t1,15) = Cx(ta—11) =D _;cr W (i, t1, 12) také spojita a
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skladéa se z ¢asti rovin. PTi ovérfovani podminky 3.14 staci zkontrolovat lokalni
minima funkce S(¢,%3). Ta ale nemusi byt ostrd, tj. minima se nenabyva
v jednom bodé, ale na celé tisecce nebo ploSe. Z takovych neostrych minim
sta¢i kdyz otestujeme jeden bod na okraji, vnitini body tsecky pripadné
plochy testovat nemusime.

Definice 6 Funkce S md v bodé [z,y] zajimavé minimum, pokud md
v bod€ [z,y] lokdlni minimum a bod [z,y] nelezi uvniti néjaké dsecky, na
které se lokdlni minimum nabyvd.

Staci tedy projit zajimava minima, protoze to jsou pravé ta minima, ktera
nelezi na okraji iseCky nebo plochy, na které se minimum nabyva.

Lemma 1 Pokud na néjakém e-okoli bodu [x,y] je funkce S(t1,1ts) linedrni,
tak v bodé [x,y] neni zajimavé minimum.

Diikaz je ziejmy.
Z pfedchoziho lemmatu plyne, Ze body [z, y|, které musime testovat, musi
pro néktery tkol 7 leZet na jedné z tsec¢ek AB, AC, BC, AD nebo polopiimek

?E), lﬁ, ﬁ, ﬁ Jinak by totiZ na néjakém e-okoli bodu [t1, t5] byla funkce
S jen sou¢tem linedrnich funkci a byla by tedy také linedrni.

Lemma 2 Pokud na néjakém e-okoli bodu [z,y]| je funkce F(t) = S(z +
at,y + bt) linedrni, tak v bod€ [z, y] neni zajimavé minimum.

Dikaz: Kdyz je funkce F'(t) linedrni, tak fez grafem funkce S bodem [z, y|
ve sméru (a, b) je linearni funkce a bod [z, y] tedy bud neni lokdlni minimum,
nebo je uvniti tsecky kde funkce S lokdlni minimum nabyva. (|

Toto lemma Fika, ze pokud bod [z, y] lezi pouze na jediné tise¢ce nebo
polopiimce, tak ho neni potieba testovat. Testovat jsou potieba pouze pri-
seCiky tsecek/poloptfimek riznych sméri.

Lemma 3 Necht bod [x,y] lezi na jedné z poloprimek @, ﬁ nebo isecce
BC dkolu i. Pak funkce S md v bodé¢ [z,y] zajimavé minimum pouze tehdy,
kdyz v bodé [x,y] md i funkce S(t1,t2) + W (i, t1,t2) zajimavé minimum.

Dikaz: Necht [z, y] lezi na polopfimce C?, ]ﬁ nebo usecce BC tkolu i. Pak
W (i, z,y) = 0. Rozlisime dvé moznosti:
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e Funkce S(t1,t3) + W (i, t1,t2) nemd v bodé [z, y| lokdlni minimum. Pak
existuje e-okoli bodu [z, y] takové, Ze pro kazdou hodnotu 0 < § < ¢
existuje bod [u, v] takovy, Ze vzdalenost bodi [z, y] a [u, v] je mensi ne7
daS(u,v)+W(i,u,v) < S(z,y) + W(i,z,y) = S(z,y). Funkce W je
nezapornd, takze W(i,u,v) > 0 a proto S(u,v) < S(z,y). Funkce S
tedy nemé v bodé [z, y] lokdlni minimum.

e Funkce S(t1,t2) + W(i,t1,t2) ma v bodé [z,y] lokilni minimum, ale
bod [z, y] lezi uvniti n&jaké tsecky, na které se toto lokdlni minimum
nabyva. Vezméme si bod [u, v] na této tsecce. Pak S(u,v)+W (i,u,v) =
S(z,y) + W(i,z,y) = S(z,y). Protoze funkce W je nezdporna, tak
W(i,u,v) > 0 a tudiz S(u,v) < S(z,y). Funkce S tedy bud v bodé
[z, y] lokalni minimum nem4, nebo to neni jeho krajni bod. .

7 tohoto lemmatu plyne, ze pokud bod [x,% lezi na priseciku pouze
dvou usecek/polopfimek a jedna z nich je CF, BE nebo BC, tak bod [z, y]
nemusime testovat. Kdybychom totiz tikol 7 odebrali, méla by "nova” funkce
S(t1,t9) tvar S(ti,te) + W (i, t1,t2). Bod [z,y] by pro tuto novou funkci
S(t1,1s) lezel pouze na jedné tsecce/polopiimce, coz podle predposledniho
lemmatu znamend, ze funkce S(t1,t2) + W (i,11,12) nema v bodé [z,y] za-
jimavé minimum, a tedy ani funkce S(t1,%2) nema v bodé [z,y] zajimavé
minimum.

Pro kazdou dvojici tkoli ¢, j tedy musime otestovat priiseciky lomenych
car BijA;DiH; a CjA;D;G;, pficemZ spole¢né vnitini body tsecek A;D; a A;D;
se nepocitaji. Takové priseciky mohou byt dva, jeden nebo zadny, jak vidime
na ptikladech na obrazcich 3.19, 3.20.

Obrazek 3.19: Piiklad dvou prisecikit A; a D; ¢ar BiA;DiH; a GjA;D;G;

Musime tedy testovat maximalné 2n(n — 1) intervalii oproti 15n? podle
véty 5. Samotny algoritmus se vSak bohuzel zrychli pouze o tfetinu, jak uvi-
dime déle.
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Obrazek 3.20: Piiklad jednoho prisecikti X car BiA;D;H; a CjA;D;G;

Véta 6 Oznacme:

M) ={ldi —pi,t] | di—pi <t <ri+p} U {[rs,t] |t > d;}
My(g) =A{[t,ri+pi] | di —ps <t <ri+p} U {[t,di] |t <}
Ms(i) = {[ri + t,d; —t] | 0 <t < p; — max(r; + 2p; — d;,0}

Pokud v bodé [x,y] je zajimavé minimum funkce S, tak [x,y] lezi v mnoZiné:

U U (06 nMs() U (Mi(6) N Ms(5)) U (Ms(i) 0 Ma(5)) )

i€T jeT
Dikaz: Mnozina M; odpovida tsecéce AB a polopfimce ﬁ . Mnozina M,
zase odpovida tsecce AC a polopfimce DG. A mnozina Mj je usecka AD. [

3.9.4 Algoritmus

Zvolme si pevné z € R tak, 7e pro néjaké y € Rai € T je [z,y] € M;(i).
Takovych z je 2n.

Funkce F(ty) = S(x,t3) ma tvar lomené ¢ary. Spocitame jeji hodnoty ve
vSech zlomech a ovéfime v nich podminku 3.14.

Vidime, ze:

F(ts) = (ts —2) x C = Y _W(j,2,1,)
JET
Oznac¢me:
Fi(t2) = W(j, 2,12)

Tato funkce ma tvar lomené ¢ary s nejvySe dvéma zlomy (Viz%rafy 3.17 a
3.18). Jsou jen 4 druhy zlomu: tse¢ky AC, AD a polopfimky DG a BE.

Ukoly miizeme setiidit podle soutadnice y, kdy bod [z, y] le#i na p¥imce
jﬁ . Stejné tak mizeme tkoly setiidit podle dalsich tii kritérii: soufadnice y,
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kdy bod [z, y| lezi na pFimce fﬁ, b_cf resp. ﬁ Toto poradi nezavisi na volbé
x, protoze primky stejného druhu jsou pro rizné tkoly vzdy rovnobézné.

Pii pocitani funkce F(t2) = S(z,t3) zacneme s ty = z a tedy F(z) =
S(z,z) = 0. Soutadnici ¢, budeme postupné zvysovat od jednoho priseéiku
s jednou ze primek f@, jﬁ, ﬁ nebo ﬁ k dalsimu prisec¢iku. V téchto
priiseéicich mize byt zlomovy bod funkce F' (pokud [z, %3] lezi na AC, AD,
ﬁ nebo BFE). Mezi zlomovymi body je funkce F' linedrni, pro vypocteni
hodnoty funkce F' v dalsim zlomovém bodu proto staci znat smérnici a hod-
notu v minulém zlomovém bodu. Pokud je tedy priisecik skutecné zlomovy
bod, vypo¢teme hodnotu funkce F', ovéfime podminku 3.14 a spoc¢itame no-
vou smérnici grafu funkce F'.

Takto postupnou volbou x urc¢ité ovérime podminku 3.14 ve vSech bodech
Z mnoziny

U U ((Mi6) N Ma(5) U (M () 1 Ma(5)) )

i€T jET
Abychom jesté ovérili body z mnoziny
U U ( Ms(i) N Ms(5) )
i€T jET
provedeme jesté symetricky algoritmus, kde si pevné volime y € R takové, ze
pro néjaké zR a j € T je [z,y] € Ma(j).
Celkové tedy ovéfeni podminky 3.14 bude trvat O(n?). Oproti vété 5

jsme usetrili volbu x na ﬁ a volbu y na ]ETE), tedy tfetinu casu ptvodniho
algoritmu.
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Kapitola 4
Dynamické globalni podminky

Ve vétsiné jazykl pro programovani s omezujicimi podminkami miizeme
v pribéhu feSeni pfidavat nové proménné a nové podminky (p¥i névratu
v prohledavani prostoru reSeni se tyto pridané proménné a podminky zase
odeberou). Nelze vSak do uz existujici globalni podminky pfidat novou pro-
ménnou. Pfitom pravé tato vlastnost by byla velmi uzitecna v radé prak-
tickych aplikaci (v [1] se takové problémy zavadi nézev vysoce dynamické
(highly dynamic problems)).

V této kapitole budeme mluvit o dynamickych globalnich podminkéach,
tedy o globalnich podminkéch, do kterych lze pridat v priibéhu reseni dalsi
promeénné.

4.1 Motivace

Vysoce dynamické problémy se nejcastéji objevuji v planovani a rozvrho-
vani. Jeden z piikladi uvadénych v [1] je pfihiati (re-heating): pokud polo-
tovar ¢ekd na zpracovani na dalSim stroji ptili§ dlouho, je nutné ho nejdiive
znovu ohtat. Je tedy tieba pridat novou aktivitu a zatradit ji do rozvrhu.

Standardné se vysoce dynamické problémy fesi pomoci ”zbytec¢nych” pro-
ménnych (dummy variables), tedy proménnych, které se hned na zacatku
zafadi do globalnich podminek "do zasoby”. Teprve kdyz vyvstane potieba
zatfadit do globalni podminky novou proménnou, pouzije se néktera z téchto
”zbyteénych” proménnych.

Tento pristup ma nékolik nevyhod:

e Musime dopiedu dobie odhadnout, kolik ”zbytecnych” proménnych
mame pridat, jinak v pribéhu TeSeni zjistime, Ze jich mame malo a
nemuzeme proto pokracovat v hledani feSeni. Z tohoto divodu byva
pocet "zbytecnych” proménnych dost nadsazeny.
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e Globélni podminka pracuje s vice proménnymi (a ¢asto také vétsimi
doménami — pridani ”zbyte¢nych” proménnych si miize vynutit také
ptidani ”zbyteénych” hodnot) a tim se propagac¢ni algoritmus zbyteéné
prodluzuje. Pokud navic globalni podminka pouziva stav, zvétsuji se
také pamétové naroky.

e Takovy pristup je neintuitivni a nepiehledny.

4.2 Dynamizace globalni podminky

Dynamicka globalni podminka je globalni podminka, do které mizeme
v pribéhu TeSeni pridat novou proménnou. Ne z kazdé globalni podminky
lze udélat dynamickou globalni podminku. Pivodni podminka bez prida-
nych proménnych totiz mohla pri propagaci z domén odstranit nékteré hod-
noty, které rozeznala jako nepripustné. Po pfidani proménnych by ale takové
hodnoty mohly byt opét pripustné, jenze z domén uz byly jednou vyrazeny.
Priklad takové situace pro podminku kardinality je na obrazcich 4.1 a 4.2.

Ty A)0-2

i) B)2-3

Obrazek 4.1: Proménné z, i o musi mit hodnotu B, protoze hodnotu B musi
nabyvat 2 a7z 3 proménné. Hodnota A se proto odstrani z domén z; i x5

Definice 7 Necht G je globdlni podminka nad mnozinou promenngch X.
Oznacme Sol(G (X)) mnoZinu viech pripustngch ohodnoceni proménngch z X
pro podminku G.

Podminka G se nazyvd monotonni, jestlize pro kazZdé mnozZiny promeén-
nych X, Y plati Sol(G(X UY)) | X C Sol(G(X)) ™.

Tato vlastnost nam zarucuje, Ze i kdyz pridame nové proménné, vSechna
omezeni domén, které jsme udélali diive, zlistavaji v platnosti. Dynamizovat
tedy lze pravé monoténni globalni podminky.

LOperator | znadi zGZeni na ohodnoceni pouze mnoziny X
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Obrazek 4.2: Po pfidani proménné x3 by opét mohlo byt z; = A iz = A.
Hodnota A vsak uz byla z domén z; a x5 odstranéna.

7 podminek v kapitole 3 neni monoténni symetrickd podminka alldifferent
(kapitola 3.2), podminka kardinality (kapitola 3.3) a hamiltonovska kruZnice
(kapitola 3.4).

V [1] je navrZen obecny algoritmus dynamizace globélni podminky:

Algoritmus pro pfidani proménné zy, 1 do podminky G(z1, s, ... xk)
1. Deaktivuj G(z1, 2, ---xx). Tj. uloZ interni data podminky (stav) na
zasobnik a zastav propagaci této podminky.
2. Ptidej podminku G(z1, xs, . . . T, Tk1).

Pro podminky, které nepouzivaji stav, uz lepsi zptisob dynamizace nee-
xistuje. Z kapitoly 3 se jednd o algoritmy edge-finding (kapitola 3.6), not-
first /not-last (kapitola 3.7) a energetic reasoning (kapitola 3.9).

Bohuzel napt. v SICStus prologu z divodu closed-source distribuce neni mozné
takto zdynamizovat existujici dynamické podminky.

V pripadé, ze podminka stav pouziva, musi si ho v bodé 2 vytvorit iplné
znovu. S pomoci stavu ptivodni podminky by ovSem mohl byt vytvoren rych-
leji, to uz ale zavisi na konkrétni podmince. Jako priklad ukazeme podminku
alldifferent.

4.3 Dynamicka podminka alldifferent

Roz§itime podminku alldifferent z kapitoly 3.1 na dynamickou verzi.

Propagacni algoritmus zlistane stejny, jde pouze o to, jak po pfidani nové
proménné vytvorit z piivodniho stavu podminky stav novy.

Stav podminky alldifferent je maximalni parovani v grafu podminky nale-
zené pii posledni propagaci. Pti dalsi propagaci se z tohoto parovani odstrani
uz neexistujici hrany a vysledek slouzi jako vychozi parovani pti hledani no-
vého maximalniho parovani.

41



Neni tedy diilezité, ze ve stavu je maximalni parovani. Ve stavu je jed-
nodusSe nejvétsi znamé parovani. Pokud tedy algoritmus pro propagaci pod-
minky alldifferent bude pfipraven na to, zZe parovani, které mé ulozeno ve
stavu nemusi pokryvat vSechny vrcholy, nemusime stav pfi pfidani proménné
nijak ménit.

4.3.1 Vysledek

Dynamickou podminku alldifferent jsem naprogramoval v SICStus pro-
logu. Tento prolog uz podminku alldifferent obsahuje, ov§em ne dynamickou
verzi.

Abych mohl porovnat dynamicky alldifferent s feSenim pomoci ”zbytec-
nych” proménnych, vytvoril jsem nésledujici priklad A7:

T1,To, .-, Tn € {1,2,...,7}
alldifferent(z, xo, . .., )

x1 < 4 = ptidej proménnou y; € {5,6,...15}
xo < b = pfidej proménnou y, € {6,7,8}

x3 < 5 = pfidej proménnou y3 € {5, 6,8}

x4 < b = pfidej proménnou y, € {5,6,8}

x5 < 2 = piidej proménnou ys € {4,5,...9}

xg < 2 = ptidej proménnou ys € {4,5,...9}

x7 < 2 = pfidej proménnou y; € {5,6,...11}

Dalsi dvé varianty A6 a A5 vznikly odebranim proménné z; a odebranim

proménnych zg, z7. Piiklady B7, B6 a B5 vzniknou z A7, A6 a A5 zménou
pravidel pro ptidavani proménnych ¥y, v, ..., y7:

z1 < 1 = pfidej proménnou y; € {5,6,...10}
xe < 1 = pfidej proménnou y, € {6,7,8}

z3 < 1 = pfidej proménnou y3 € {5,6,8}

x4 < 1= pfidej proménnou y, € {5,6,8}

x5 < 2 = pfidej proménnou ys € {4,5,...9}
xg < 2 = ptidej proménnou yg € {4,5,...9}
x7 < 2 = pfidej proménnou y; € {5,6,...9}

Pro kazdy z téchto piipadl jsem zméril ¢as potiebny pro nalezeni vSech
feseni?. Vysledky ukazuje nésledujici tabulkas:

2Méfeni probihala na poéitaci Intel Celeron 333Mhz
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| priklad | pocet feseni | SICStus | "zbytetné” proménné | dynamicky |

A7 5280 1.9s 6.23s 4.31s
A6 12216 3.66s 13.06s 9.20s
A5 16908 4.44s 15.72s 11.69s
B7 9000 4.13s 13.97s 8.89s
B6 12600 5.15s 16.85s 9.14s
B5 6390 2.34s 6.94s 3.78s

V sloupecku SICStus je doba vypoc¢tu pomoci ”zbyteénych” proménnych
a podminky alldifferent dodavané spolecné se SICStus prologem. Sloupecek
zbytec¢né proménné udava délku vypoctu pomoci mé implementace podminky
alldifferent a ”zbytec¢nych” proménnych. Konec¢né ve sloupecku dynamicky je
doba feseni pomoci dynamické podminky alldifferent.

Pocet ”zbyteénych” proménnych byl vzdy 7. U piikladi B by sice stacily
pouze 2 pridané proménné, ale v praxi neni tak jednoduché pocet ”zbytec-
nych” proménnych odhadnout, proto je schvalné takto nadsazeny.

Jak je vidét, moje implementace je zhruba 3.5-krat pomalejsi nez ta doda-
vané se SICStus prologem. Modul CLPFD pro programovani s podminkami
je v SICStus prologu naprogramovan v jazyce C. Rozhrani je vSak pouze
v prologu, takze podminka alldifferent, prestoze je také naprogramovana
v C, musi neustale volat prolog, coz je zdlouhavé. Naproti tomu podminka
alldifferent ze SICStus prologu miize volat CLPFD piimo (je to patrné z ¢asti
zdrojového kédu dodévaného se SICStus prologem).

U stejné implementace podminky alldifferent je ale zfejmé, ze dynamicka
verze se vyplati, zvlasté u prikladi B, kde je pocet ”zbyte¢nych” proménnych
vice nadsazeny.
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Kapitola 5

Davkové zpracovani

V této kapitole se budeme zabyvat rozvrhovanim davkové vyroby s nasta-
vovacim ¢asem zavislym na poradi (batch processing with sequence dependent
setup times). Podobnymi problémy se zabyva opera¢ni vyzkum ([14], [15]).
V programovani s omezujicimi podminkami se vSak timto smérem vyzkum
zatim moc nevedl, jedind price v tomto oboru kterou jsem nasel, je [16]
pojednavajici o nastavovacich ¢asech.

5.1 Definice

Mame k dispozici zdroj s kapacitou C'. Na ném maji byt zpracovany tkoly
z mnoziny 7. Kazdy tkol 7 € T ma nasledujici atributy:

e Cas r; (release time), ve kterém nejdfive miize zaéit jeho zpracovani.

e Cas d; (due time), kdy nejpozdéji musi zpracovani skondit.

e kapacitu ¢; (capacity), kterou béhem zpracovani iloha spotfebovava ze
zdroje.

e druh tkolu f; (family)

Mnozinu v8ech typt oznaéime F = {f; | i € T}. Ukoly stejného typu
f € F maji vSechny stejny Cas potfebny pro zpracovani tkolu py (processing
time).

Zdroj miize soucasné zpracovavat pouze ukoly stejného druhu, které za-
caly ve stejny okamzik, navic soucet jejich pozadovanych kapacit nesmi pie-
kroc¢it kapacitu zdroje C.

Pred zpracovanim ukoli typu f je tfeba zdroj prenastavit. Jak dlouho pie-
nastaveni trva zalezi také na typu g, ktery zdroj zpracovaval tésné pred nim
(sequence-dependent setup time). Délku tohoto prenastaveni budeme znadit

ng.
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Obréazek 5.1: Pokud jsou tkoly 7 a j stejného typu (tj. f; = f;), tak mohou
byt zpracovany zaroven, tak jak je na obrazku.

Mezi dvémi tkoly stejného typu neni tfeba zdroj prenastavovat, tedy:
VfeF: Sff = 0

Daéle budeme predpokladat, Ze prenastavovani vyhovuje trojihelnikové
nerovnosti:

vflaf27f3 €r: Sfifs < Sfifa + Sfafs (51)

Tato nerovnost je klicova v celém zbytku kapitoly, bez ni by byla situace
mnohem komplikovanéjsi. Stejny pfedpoklad je pouzit také v [16].

Neni dano, na ktery typ zpracovani je zdroj nastaven pred zacatkem ves-
kerého zpracovani, tj. prvni kol miize za¢it bez jakéhokoli nastavovani. Po-
kud bychom ale chtéli, aby zdroj byl na zacatku nastaven na typ zpracovani
f, mizeme navic pridat dalsi tkol typu f, ktery bude mit pevné urcenou
dobu zpracovani pred vSemi zbylymi tkoly.

Znaceni zavedené pro typy rozsifime také na tkoly, tj:

Sij = Sfif

Pocet tkolt budeme znacit n = |T|, pocet jejich typi k = |F|. Dale
budeme predpokladat, Ze k£ je oproti n malé.

Ve zbytku kapitoly budeme hledat propagac¢ni algoritmy pro davkové
zpracovani, tj. budeme zkoumat, kdy je zadani splnitelné (kdy lze aktivity
rozvrhnout) a zmenS$ovat intervaly (r;, d;) odebirdnim neplatnych hodnot.

Upravim nékteré algoritmy pro rozvrhovaci podminky z kapitoly 3 a na-
vrhnu dvé nové podminky pro tento problém. VSechny néasledujici algoritmy
se navzajem dopliuji. Volil jsem jen takové algoritmy, abych celkovou c¢aso-
vou slozitost udrzel O(kn?) (plus ivodni faze s Gasovou sloZitosti O(k32¥) pro
vybudovani poli s délkami piechodii). Jako u v8ech rozvrhovacich podminek
neni propagace plna a je tfeba ji iterovat dokud zptisobuje dalsi zmény (ani
poté neni samoziejmé propagace Gplnd).
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5.2 Délka prechodi

Pro algoritmy v dalSich kapitolach budeme ¢asto potfebovat znat mini-
malni dobu, kterou stravime prenastavovanim zdroje pti vyrobé kol typi
¢ C F (muzeme si zvolit, jak je zdroj na zac¢atku nastaven). Tuto dobu bu-
deme znacit s(¢). Cislo s(f, ¢) udava totéz, ale za podminky, %e zpracovani
zatneme typem f € ¢; podobné s(¢, f) za podminky, Ze zpracovani skoné¢ime

typem f.

V [16] se tyto hodnoty pocitaji teprve a7z kdyZ jsou skuteéné potieba.
Ptesny vypocet je ¢asové narocny, proto se pocita pouze dolni odhad. My
zvolime jiny pFistup: budeme piedpokladat, ze k je malé a hodnoty s(¢),
s(f,®) a s(o, f) si spocteme dopfedu a uloZime do pole. Ukazu, jak hodnoty
s spocitat v case O(k?2F).

Je ziejmé, Ze:

VoS F:  s(¢) =min{s(f,9) | f € ¢}

Pro jednoprvkové mnoziny je ¢as potiebny k prenastaveni 0:

VieF: s(f,{f})=0

Vzhledem k tomu, Ze pro prenastavovani zdroje plati trojihelnikova ne-
rovnost 5.1, miizeme dali hodnoty s(f, #) spocitat rekurzivné:

Vo C F,Vf e (F\¢): s(f,{f}Ud)=min{ss +s(g,0) | g € ¢}
Hodnoty s(¢, f) spo¢itdme podobné.

Funkci s(f, ¢) je podobnd funkce ¢(f, g, ). Také uddva minimalni délku
prechodu pri zpracovani typu ¢, kdyz musime zacit typem f. Navic vSak
zpracovani typu g musi byt alespon jednou pferuseno jinym typem. Funkci
q(f, g, #) miizeme spocitat rekurzivné v ¢ase O(k32%) podobné jako s(f, @):

VieF: q(f f,{f}) =00
Vo C F,¢p #0,Vf e (F\¢),Vge o:
a(f, f,0U{f}) = min{sp, +s(h, 0 U{f}) | h € ¢}
q(f,9,¢U{f}) = min{s;n +q(h,g,9) | h € ¢}

Zavedeme jesté funkci ¢(g, ¢):
Vo C FVNged: qlg,¢) =min{q(f,g,9) | f € ¢}

Vsechny tyto hodnoty si spocitame hned pii vytvoreni podminky. Vy-
sledky si ukladdme do pole indexovaného bitovou maskou mnoziny ¢, tj.
napf. hodnotu s({1,3,7}) najdeme v s[2" + 23 + 27].
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5.3 Délka zpracovani

V minulé kapitole jsme pro danou mnozinu tloh zkoumali miniméalni dobu
stravenou prechody mezi typy. V této kapitole budeme hledat miniméalni
dobu, kterou stravime skuteénym zpracovanim.

Uvazujme libovolnou mnozinu ukoli 2 C 7. Soucet kapacit vSech tkoli
z §2 typu f oznacme c(S2, f):

c(Q, f) = Z Ci

1€Q

i=

Zpracovani ukold typu f z mnoziny €2 tedy bude trvat minimalné cas:

(€Y, f)
o0 =[5~
u(, f) o |Pr
protoze (@W je minimdlni pocet davek délky py, které budou potfeba.

Miniméalni doba pro zpracovani vSech tikolti z 2 bez pfenastavovani zdroje
pak je:

u() =) u(®, f)

feFr

A s prenastavovanim zdroje:
p(©) = s(Fa) + u()

Kde Fq je mnozina vSech typt tloh z mnoZiny Q, tj. Fo = {f; | i € Q}.

Pokud musi zpracovani zacinat pripadné koncit tkolem j € €, pak je
minimalni doba zpracovani mnoziny €2:

p(4, ) = s(fj, Fa) +u(f)
p(§2 ) = s(Fa, fj) +u($)

P1i zpracovani tkolt €2 tedy zbyva ¢asova rezerva:

m(Q) = dq — rq — p(N2)

5.4 Algoritmus edge-finding

Upravime algoritmus edge-finding z kapitoly 3.6 pro davkové zpracovani.
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Pravidlo splnitelnosti

Aby viitbec mohl existovat néjaky rozvrh, musi pro kazdou mnozinu €2 byt
dost ¢asu pro zpracovani vSech jejich tikoli (obdoba pravidla 3.1):

VQCT: m(Q) <0=fail (5.2)

Pravidla edge-finding

Upravime pravidla 3.2 — 3.5. Pro algoritmus edge-finding podle [11] jsme
predpoklad pravidla 3.2 (které odvozuje i < ) rozepsali do dvou nerovnosti
3.7 a 3.8. Pii upravé pro davkové zpracovani upravime tyto nerovnosti zvlast.

Vezméme si libovolnou mnozinu €2 C 7" a ukol 7, ktery v ni nelezi. Pokud
v intervalu (rq, dq) neni dost ¢asu pro zpracovani tkoli Q U {i}, pak tkol i
musi byt zpracovan bud pied, nebo aZ po vSech tkolech z Q:

VQCT,Vie (T\Q):

Je dulezité, ze prenastavovani spliiuje trojuhelnikovou nerovnost 5.1. Bez
ni bychom totiz nemohli vyvodit, Ze kol # nemtize byt zpracovan mezi tkoly
Q). VlozZeni dalsiho tikolu mezi €2 by totiz mohlo zkratit ¢as potiebny k piena-
stavovani. Podobné diilezita je trojihelnikova nerovnost i u dalSich pravidel
v celé kapitole davkové zpracovani, ale nebudeme uz na to vice upozornovat.

Potiebujeme jesté vyloucit jednu z moznosti ¢ < €2 nebo ) < 7. Kdyz
by tikol i byl zpracovan pied €2, mohlo by zpracovani tkolt Q U {i} zacit
nejdiive v ¢ase r; pravé tikolem 7. Jeho zpracovani bude trvat py, a teprve poté
mohou byt zpracovany tkoly €2. To bude bez prenastavovani trvat minimalné
u(€2). Pfenastavovani bude trvat minimélné s( f;, FoU{ f;}), dohromady proto
zpracovani skonéi nejdiive v ¢ase r; + py, + u() + s(fi, Fo U{fi}). Pokud je
toto C¢islo vétsi nez dg, tak zpracovani ¢ pred {2 neni mozné. Dostavame tedy
pravidlo 5.4 a symetrické pravidlo 5.5:

VQCT,Vie (T\Q):
dQ—’I‘z’ <pfz+u(Q)+$(fz,FQU{fZ}) = ’LﬁQ (54)
Jde o nova pravidla not-before/not-after (ne not-first/not-last), kterd jesté

pouzijeme v kapitole 5.6.
Ze znalosti {2 < ¢ nebo ¢ < 2 miizeme odvodit zménu r; pfipadné d;:

N <i=r;>max{rg +u(Q)+s(Fo U{fi}, ;) | X CQ} (5.6)
1K Q= dz S min{dgz — ’U,(QI) - S(fi,FQ’ U {fz}) ‘ QI g Q} (57)
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Algoritmus

Podobné jako u piivodniho algoritmu edge-finding je jednoduché ukazat,
ze pokud misto mnoziny Q@ C T zvolime mnozinu {k | kK € T A 1 >
ra A di < dqo}, dostaneme ve vSech pravidlech stejné nebo jesté lepsi
vysledky. Za mnozinu €2 tudiz sta¢i volit mnoziny ve tvaru intervalu tkolt
[’L,]]:{k“kET ANTre>r; A dkgd]}

Dopfedu si setfidime tkoly vzestupné podle r;, to zabere ¢as O(nlogn).
Nasledujici algoritmus pak v ¢ase O(n?) ovéfi podminku splnitelnosti pro
vSechny mnoziny (2 ve tvaru intervalu tloh. Jde o stejny algoritmus jako
v kapitole 3.6, jen zde musime jinak pocitat pq:

for j €T do begin
// Vytvorfime prazdnou mnozinu 2 = ()

mask := 0;

po = 0;

for fe€F do
(€, f) = 0;

// §2 budeme postupné rozsifovat doleva na intervaly ukolu [7, j].
for ¢ €T v poradi klesajictho r; do begin
if d;, > dj then
// li, 7] neni interval tikold
continue;

// Priddme tkol i do mnoziny 2 a pfepoéteme pq.
if ¢(Q,f;) = 0 then begin
// V mnoziné Q zatim neni zadny tkol typu f;.
pa = pa — s|mask]|;
mask := mask + 2fi;
pa = pa + s[mask];
end;
pa = pa — [c(, fi)/Clpy,;
(i) = ¢, fi) +ci;
pa = pa+[c( fi)/Clpy:;

// Ovéfime platnost podminky splnitelnosti:
if d; —r <po then fail;
end;
end;

Neni tak iplné presné, ze kazda mnozina €2, pro kterou v algoritmu pod-
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minku splnitelnosti ovéfujeme, je néjaky interval ukoli [i, j]. Pokud totiz dva
ruzné ukoly i, [ maji r; =, a d; = dy, tak [i, j] = [l, j], v algoritmu v8ak pro
tyto intervaly kol pracujeme s riznymi mnozinami (2. Kazdopadné vsak
jednou skute¢ny interval [i, j] = [I, j] otestujeme.

Algoritmus pro zbylé pravidla ukdzu pouze pro piripad 2 < i, pripad
1 < je symetricky.

Zvolme si pevné kol j a typ g, vyvodime vSechny zmény vyplyvajici ze
v8ech intervali tloh [4, j] pro tkoly typu g.

Algoritmus je zaloZen na néasledujici tivaze. Ze vSech intervali [i, j] vy-
tvofime posloupnost 9 C €y C --- C Oy, do, = dg, = --- = do, = d;.
Ukoly typu g set¥idime vzestupné podle pozadované kapacity ¢; do posloup-
nosti £y, %1,...%y. Nyni uvazujme dvojici €1, ¢,, musi nastat jedna ze Ctyf
moznosti:

1. d;, < dq,. Ukdzeme, ze tento piipad neni tieba Tesit, protoze kdyby
platilo 5.3 a 5.4, vyvodi symetricky algoritmus edge-finding pro ¢ < 2
spole¢né s podminkou splnitelnosti 5.2 fail. A protoze cely algoritmus
edge-finding se iteruje, fail se urcité vyvodi.

Predpokladejme tedy, Ze pro ¢, a (2, plati 5.3 a 5.4. Z d;, < do, a 5.3

plyne:
dy, — o, < do, —Ta, < p(Q U{ty})

Je ziejmé, zZe:
(2, U {ty}) < u(fdy) + Dg T+ s(Fo, U{g},9)

Z toho vyplyva, Ze pro t, a {1, plati také 5.5 coz spolecné s 5.3 vyvodi
i K ). Po opravé dy, podle 5.7 pak bude:

dy, < do, —u(S) — s(g, Fo, U{g})
I nadéle vSak pro t, a €2, bude platit 5.4 a proto:
T, > da, — pg — () — s(g, Fa, U {g})
Nyni uvazujme mnozinu ¥ = {t,}. Vidime:

dy —ry =di, — 13, <
< [do, —u(€s) — s(g, Fa, U{g})] — 1, <
< [da, — u(Q%s) — s(g, Fa, U{g})]-
— lda, —pg — ul§s) — s(g, Fo, U{g})] =
=Dg = DPu

Q
Q
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Tedy dy — ry < py a podminka splnitelnosti 5.2 vyvodi fail.

Zbyvé ukazat, ze symetricky algoritmus edge-finding pro ¢ < €2 ne-
vynechéd piipad ¢, a €2, s podobnym odiivodnénim, tj. Ze ho vyfesi
algoritmus pro 2 < ¢ a podminka splnitelnosti.

Aby algoritmus pro i < (2 tento pfipad vynechal, muselo by byt r;, >
ro,, a tedy t, € ;. Pak ovSem pravidla 5.3 - 5.5 nelze na t, a {2, viibec
aplikovat.

Ukazali jsme, ze kdyZ d;, < dq,, tak viibec neni tfeba 5.3 a 5.4 apliko-
vat. Protoze dg, = do, = ...dq,, tak neni tfeba 5.3 a 5.4 aplikovat pro
ty a Zddnou z mnozin €y, 1y, ..., Q.

V nésledujicich pfipadech uz proto bude d;, > dg, a proto také ¢, ¢ €2,.

2. Pro mnozinu €2, a tkol ¢, neplati podminka 5.3, tj. tkol ¢, lze vykonat
spole¢né s tkoly €2,. Pak lze ovSem spolecné s tkoly €2, vykonat i ikoly

to,t1,...,ty—1, Protoze ty potiebuji stejné nebo jeSté méné kapacity
nez ukol ¢,. Mnozinu 2, tedy mtuzeme zahodit (tj. zkratit posloupnost
Qo, 4, ...,8,), protoZe nevyvodi zadné zmény.

3. Pro mnozinu 2, a tkol ¢, neplati podminka 5.4, tj. tkol ¢, mlze byt
zpracovan jeSté pied mnozinou (2. Pak ovSem miZe byt ukol ¢, zpra-
covan i pfed mnozinami Qg, Q1, ..., Q, 1. Ukol ty tedy mizeme zahodit
(tj. zkratit posloupnost tg,t1,...1t,).

4. Pro €, at, plati 5.3 i 5.4. Miizeme tedy opravit hodnotu r;, podle pra-
vidla 5.6. Tato hodnota r;, uz nepiijde pomoci mnozin 2, 2y, ...,
zlepsit (to vyplyva z tvaru pravidla 5.6). Mizeme tedy tkol ¢, zahodit
(zkratit posloupnost o, t1, ..., 1,).

Abychom mobhli upravit r;, podle pravidla 5.6, musime znat hodnotu
2y = max{ra + u(Q) + s(For U {g}, 9) | ¥ C Q}

Vezméme si libovolnou mnozinu ' C Q, a k ni vytvofme mnozinu Q" =
{k |k e€Qy N 1 >ro}. Je ziejmé, ze pak:

ror + u(€) + s(For U{g}, 9) < rar + u(Q") + s(For U {g},9)

takze za mnoziny €' sta¢i volit pouze intervaly akold [i, j] takové, Ze d; = dq.
To jsou ale pfesné mnoziny €2, €2, ..., ;. Tedy:

Zy = max{rgz + ’U,(QI) + S(FQI U {g},g) | QI € {Qo, Ql, ceey Qx}}
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A odtud dostdvdme vzorecek pro rekurzivni vypocet z,:
2y = max{zy_1, 7o, + u(Qy) + s(Fo, U {9}, 9)}

Ulohy si pfedem seti{dime podle r; a také ¢;. Samotny algoritmus pak je:

for g€ F do begin
x := 0; // Prozatimni pocet mnozin v posloupnosti
for j€T do begin
// Vytvofime prazdnou mnozinu 2 = ()

mask := 0;
u(Q) = 0;
for feF do

c(,f) := 0

// €2 budeme postupné rozsifovat doleva na intervaly ukolu [, j].
for ¢ €T v poradi klesajiciho r; do begin
if d; > dj then
// i, 7] neni interval tkold
continue;

// Pfidame tikol 7 do mnoziny 2 a pfepoéteme ugq.
if ¢(Q,f) = 0 then mask := mask + 2/i;
w(Q) = uw(Q) = [c(Q, fi)/Clpy, ;

(Q fz) = C(Q fz)+cza

u(€) 1= w(Q) + [e(?, /i) /Clpy,;

// Pravé jsme vytvorili €2, zapiSeme si hodnoty do pole:

mask [x] := mask;

ulx] = u(Q);

c[x, g] := ¢(Q,9);

r[x] = r;

if x=0 then
z[x] := ri+u(Q)+s[mask OR 29, g];

else
z[x] := max(z[x—1], r;+u(Q)+s[mask OR 29, g]);
// V pfedchozim pfifazeni je OR jako bitova operace

x = x+1;

end;

y := tkol typu g s nejvétsi poZzadovanou kapacitou c, ;
while (y > 0 AND x > 0) do begin
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if d, <d; then

begin
// Podle bodu 1 tento pfipad neni tfeba testovat
y := dalsi kol typu g s menSim nebo stejnym c,, jinak -1;
continue;

end ;

// Otestujeme pravidlo 5.3
// Spoc¢teme p(Q, U {y}):
p := s[mask[x] OR 29|4+u[x]—[c[x, g]/Cl*py;
p := pt[(clx, gl+e,)/Clxpg;
if dj — r[x] > p then
// Podle bodu 2 miizeme zahodit mnoZinu {2,

x 1= x—1;
continue;
end ;

// Otestujeme pravidlo 5.4 pro Q, a y.
// Spotteme s(g, Fo, U{g}) + u(Q) + py:
p := s[g, mask[x] OR 29]+u[x]+py;
if dj—ry,>p then

// Podle bodu 3 mizeme tikol y zahodit:

y := dalsi kol typu g s menSim nebo stejnym c,, jinak -1;
continue;
end ;

// Plati 5.3 1 5.4.
// Podle bodu 4 opravime r, a tkol y zahodime:

ry 1= max(r,, z[x]);
y := dalsi kol typu g s menSim nebo stejnym c,, jinak -1;
end;
end;
end;

Jak vidime, ¢asova slozitost druhé ¢asti algoritmu edge-finding se oproti
disjunktivnimu rozvrhovéani prodlouzila z O(n?) na O(kn?).
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5.5 Soucasné zpracovani ukolu

V davkovém zpracovani mohou byt tkoly zpracovany soucasné pouze
tehdy, kdyz jsou stejného typu a jejich zpracovani zacne soucasné. V této
kapitole budeme hledat, jaké zmenSeni domén bychom z toho mohli vyvodit.
5.5.1 Spojovani ukoli

Vezméme si dvé libovolné tulohy i, j stejného typu f. Kdyz plati

max{d;,d;} —min{r;,r;} < 2ps (5.8)
tak tyto dvé tlohy musi byt zpracovany soucasné:

Ti d:
7 Py i

< 0

Ps

J
T’j dj

< 2pf

Za téchto podminek miizeme odvodit:

ri = max{r;,r;} (5.9)
rj = max{r;,r;} (5.10)
d; '= min{d;, d;} (5.11)
d; == min{d;, d;} (5.12)

Toto pravidlo miizeme jednoduse aplikovat na vSechny dvojice tloh stej-
ného typu v ¢ase O(n?). V daldi kapitole viak navrhneme algoritmus not-
before/not-after s ¢asovou slozitosti O(kn?), ktery je jesté silngjsi.

5.5.2 Rozdéleni ukolu

Miizeme také uvazovat o tom, kdy dva tkoly naopak nemohou byt zpra-
covany soucasné. RozliSime dva pripady, podle toho jestli jsou nebo nejsou
stejného typu.
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Ukoly stejného typu

Uvazujme dva tkoly 7 a j, r; < rj, stejného typu f. Tyto tkoly musi byt
zpracovany oddélené, pokud je ¢as ve kterém mohou byt zpracovany soucasné
prilis kratky:

Py

Tj j dj|
Py
T; dZ
"

Tedy:
d; — T; < Dy (513)

Pak musi byt nejdiive zpracovan tkol ¢ a teprve potom tkol j, miizeme
tedy odvodit:

di < dj —py (5.14)
3 Dy (5.19

Ukoly razného typu

Dva tkoly i, j rizného typu nikdy nesmi byt zpracovany zaroven. Kdyz
chceme néjak omezit jejich domény, musime nejprve rozhodnout, v jakém
pofadi se musi tyto tkoly zpracovat. Ukol 7 musi byt p¥ed j, pokud opa¢né
poradi neni mozné, tj:

i+ g+ Sp5 g > di (5.16)
A z toho mizeme vyvodit:
di < dj—pg; —spg (5.17)

ri 21 +p5+ Sfif; (5.18)

Pravidla pro rozdéleni ukoldi miiZzeme také snadno pouZit v ¢ase O(n?),
jak v8ak ukadzeme pozdéji, miizeme pouZit silnéjsi algoritmus not-first/not-
last s Gasovou slozitosti O (kn?).
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5.6 Algoritmus not-before/not-after

Vratme se k pravidlim 5.4, 5.5 not-before/not-after z kapitoly 5.4. Kdy?Z
tikol ¢ nemiiZe byt zpracovan pied Q (tj. i €« ), tak zpracovani tikolu 7 mize
zacCit nejdiive spolecné s (2. Tak dostavame pravidlo 5.19 a symetrickou verzi
5.20.

1 K Q=1 27 (5.19)
QKi=di <dg (5.20)

Véta 7 Pravidla 5.4, 5.5, 5.19, 5.20 jsou silnéjsi (tj. nalezne vice nekonzis-
tenct), nez pravidlo pro spojovani ukoli 5.8 - 5.12.

Dukaz: Vezméme si dva tkoly i, j typu f pro které plati max{d,,d;} —
min{r;, 7;} < 2p;. Pak pravidla not-before a not-after pro kol 7 a mnozinu
Q2 ={j} odvodi 5.9 a 5.11, pro tkol j a mnozinu Q2 = {i} zase 5.10 a 5.12. O

Jako obvykle sta¢i za mnoziny €2 volit intervaly ukoli. Vezméme si li-
bovolnou mnozinu €2 a k ni nejmensi interval tkoli, ktery ji obsahuje, tj.
mnozinu W ={j | j €T A r; >rq A d;j < dq}. Pro libovolny tkol ¢ pak
pravidla 5.4, 5.5, 5.19, 5.20 s mnozinou ¥ daji tytéz nebo jesté lepsi vysledky
nez s mnozinou §2.

Z toho plyne nasledujici véta:

Véta 8 Necht i je ukol typu g, 7 libovolny jiny tkol. Pravidla 5.4 a 5.19
dovoli opravit hodnotu r; na r; > r; pravé tehdy, kdyz:

ri > min{do — s(g, Fa U {g}) —u(2) —p(9) [ 2 =[j, k. k€ T}  (5.21)

Dukaz: Nerovnost 5.21 plati pravé tehdy, kdyz existuje néjaky interval
tkold [7, k], pro ktery plati 5.4. A jak jsme ukdzali, za Q sta¢i volit pravé
intervaly ukoli. U

Z této véty vyplyva nasledujici algoritmus s ¢asovou slozitosti O(kn?) pro
5.4 a 5.19:

for g€ F do begin
for j€T do begin
m:= o0;
Q= 0;
for k €T v poradi rostouciho dy do begin
if r, <r; then
// 1J, k] neni interval tloh
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continue;

Q= QU{k};
r(;l. := min{dq — s(g, Fo U {g}) — u(Q2) — p(g), m};

for i1€T,f, =9 do
if r, >m then
ri > Tj;
end;
end;

Algoritmus pro 5.5 a 5.20 je symetricky.

5.7 Algoritmus not-first /not-last

V této kapitole upravime algoritmus not-first /not-last z kapitoly 3.7 pro
davkové zpracovani. Ukazeme, Ze tento algoritmus je silnéjsi nez pravidla pro
rozdélovani ukoli z kapitoly 5.5.

Na rozdil od not-before/not-after, nds budou zajimat takové tkoly i a
mnoziny {2, ze tkol 7 nemuze zac¢it pred (2, ale také nemiize zacit soucasné
s Q. Tuto vlastnost budeme znagcit i £ 2 (podobné Q 4 i):

VQCT,Vie (T\Q): do—r;<p(i,QuU{i}) =i4£Q (5.22)

VQCT,Vie (T\Q): di—rq<pQuU{i},i)=QA£i (5.23)
Pokud tkol ¢ nemiize zacit pred 2 ani soucasné s €2, tak mize zacit teprve
az skonci alespon jeden tkol z {2:

i AQ = r; >min{r; +p; +spy5 | J € QY (5.24)
QAi=d <max{d; —p; — sz, | j € Q} (5.25)
Pravidla 5.22 a 5.23 vSak vedou k pfili§ ¢asové naro¢nému algoritmu.
Proto misto nich navrhneme slabsi pravidla, ktera vSak povedou k casové
slozitosti O(kn?). Odhadneme v nich p(Q U {i}) zezdola pomoci dolniho od-
hadu kapacity c;.
Necht f € F. Ozna¢me:

¢ =min{c; [i €T A fi=f}

(1.9) = s Fa U 1) + u@) — 45 0p, 4 (D e,
U 1) = s(Fa U {1} )+ ui@) - [ D], [N e,
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tedy t(€2, f) je nejmensi mozné p(i,2 U {i}), kde ¢ je ukol typu f. Slabsi
nahrada pravidel 5.22 a 5.23 je:
VQCT,Vie (T\Q): do—r; <t(fi,Q) =iAQ (5.26)
VQCT,Vie(T\Q): di—ra<t(Q,fi)=QAi (5.27)

Pokud pro v8echny tkoly i typu f bude ¢; = ¢, pak jsou pravidla 5.26 a 5.27
ekvivalentni s pravidly 5.22 a 5.23.

Véta 9 Pravidla 5.24 - 5.27 jsou siln€jsi nez pravidla 5.13 - 5.18 pro rozdeé-
lovdni dkoli.

Dukaz: Vezméme si tkoly ¢ a j, pro které lze uplatnit 5.13 - 5.15 nebo 5.16
- 5.18. Pak pravidla not-first a not-last pro kol 7 a mnozinu {j} a pro tkol
j a mnoZinu {i} odvodi totéz. O

Budeme se zabyvat pouze pravidly not-first, tedy 5.22, 5.26 a 5.24; algo-
ritmus pro pravidla not-last je symetricky.
Dale budeme predpokladat, ze ukoly jsou sefazeny podle d;, tj. i < j <
d; < d;. Zvolme si kol 7 typu f a dalsi dva tkoly j, k£ (libovolného typu)
takové, ze:
i<k (5.28)
Tj+Dr; + Sg;f <1+, t+Spg (5.29)

Pak mnozinami Q(fjk) a Q(ijk) budeme myslet:

Q(fjk) ={m |meT AN m<k A ry+pyg, +Spp 27 +D5; + 55,7}
Q(igk) = Q(fijk) \ {i}

Pokud j a k nespliiuji 5.28 nebo 5.29, tak polozime Q(jk) = 0 a do(sjx) = oo.
Dokazeme obdobu véty 3:

Véta 10 Pokud pravidla 5.26 a 5.24 pro ukoli € T a mnoZinu Q2 C T zméni

hodnotu r; na rj+ p; + sy, 1, pak existuje kol k € T takovy, Ze k # 1, k > j

a pravidla 5.26, 5.24 pro ikol i a mnoZinu Q(ijk) také zméni hodnotu r; na
Ty +Dj+ Spf

Dukaz: Za k zvolme tkol £ = max{m | m € Q}. Je zfejmé, ze j < k,
protoze j € Q. Z volby k vyplyvd Q C Q(ijk), do = dojk)- Protoze 5.26
plati pro €2, musi platit i pro Q(ijk) a 5.24 pak odvodi r; > r; +p; + sy, 5. O
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Oznacme:
Vik(f) = min{darjy — s(f, Fagny) — w(Q(f5) [ L€ {k,k+1,...,n}}
5j,k(f) = min{dﬂ(fjl) - t(fa Q(f]l)) | le {1’ 2,..., k}}

Pro dané j a f miZzeme hodnoty v;(f) a d;(f) spocitat v ¢ase O(n).
Ukazeme obdobu véty 4 pro davkové zpracovani:

Véta 11 Necht i je dkol typu f, j libovolny jiny ukol. Pokud plati alesponi
jedna z moznosti:

1ori+pi <rj+pj+sgpadia(fi) <.
2. r; +p; 2 Ty +pj + Sfif a 5j,i_1(f,') <7 nebo 'Y],z(fz) <7;.

tak pravidla 5.22, 5.24 dovoli upravit v; podle r; > 1; + p;j + sy,
Pokud neplati ani 1. ani 2., neni moZné upravy v; > 1;+p; + sy, 5 dosdh-
nout pouzitim slabsiho pravidla 5.26.

Dukaz: Rozlisime dvé moZnosti:

L. r; +p; < 1j+pj + 55,7 Pak pro libovolny tikol k¥ mame i ¢ Q(fjk) a
tedy Q(ijk) = Q(fjk). Pravidlo 5.26 nam podle véty 10 dovoli Gipravu
ri na r; > 1+ p; + 85,y pravé tehdy, kdyz existuje ukol [ takovy, Ze:

darjn — t(f, Q(f51)) <7

A ten existuje pravé tehdy, kdyz:
min{da(pjy — t(f, Q(fjl) [l € T} <

coz je pravé tehdy, kdyz §(j,n) < ;.
2. ri+p; 2 1j+pj+sy- Podle véty 10 je mozné odvodit r; > r;+p;+sy, ¢

pravé tehdy, kdyz existuje kol [ takovy, ze:
dagjry — t(f, Q>igl)) < r;

Rozlisime dva p¥ipady, podle toho jestli i € Q(fjl) nebo i ¢ Q(f5l):

e i ¢ Q(fjl) ato je pravé tehdy, kdyz i > I. Pak Q(ijl) = Q(fjl) a
hledané [ v tomto pripadé existuje pravé tehdy, kdyz:

min{dos — t(f, f0) |1 €{1,2,...i—1}} <

A to je presné:

85i-1(f) <
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e i € Q, tedy musime projit | > i (pfipad [ = 7 neni tfeba podle véty
10 testovat). Tentokrat pouZijeme silnéjsi pravidlo 5.22. Protoze
i € Q(fjl), tak:

p(i, Q(f51) U {e}) = p(1, Q(f41))
Hledané | v tomto pfipadé existuje pravé tehdy, kdyz:

A to je pravé tehdy, kdyz v;:(f) < ;. d

Z této véty pak vychazi nasledujici algoritmus, ktery v ¢ase O(kn?) odvodi
vSechny zmény vyplyvajici z 5.26, 5.24 a navic nékteré vyplyvajici z 5.22:

for f € F do begin
for j €T do begin
spoCti v;1(f), vi2(f), - - vin(f);
SpOéti 5j,1 (f), 5j,2(f)a Tt 5],n(f) ;
for 1eT,f;=f do
if ri+p; <r;+p;j+sy; then begin
if 5],n(fz) <7 then
Ty 2 Tj+Dj+Sp55
end else begin
if 6;,_1(f;) <mi OR 7;:(f;) <r; then
Ti 2T+ D+ Sfs
end;
end;
end ;

5.8 Spojovani posloupnosti

Vezméme si typ g a mnozinu {2 takovou, Ze obsahuje alespon dvé tlohy
typu ¢g. Pokud bychom zpracovani kol typu g z €2 pferusili zpracovanim
jiného ukolu z €, trvalo by ndm zpracovani mnoziny minimalné €2 cas:

o(92, g) = q(Fa, g) +u() kdyZ u(S2, g) > pq
’ q(Fa,9) +u() +p, kdyz u(,9) = p,

Miize se stat, ze v intervalu rq — dg tolik ¢asu neni, tj:

dog—1rq < U(Q, g) (530)
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Pak musi byt v 2 vSechny tkoly typu g zpracovany bez preruSeni jinym
tikolem z Q. K preruSeni pfesto mize dojit, ale ikolem, ktery v © neni (a to
jesté typu, ktery v € také neni), jak ukazuje obrazek:

Dy S9f _ py Sfg Dy

— - - - -

g f g

\

V kazdém pripadé vSak zpracovani vSech tkolt typu g z Q (v€etné pii-
padnych vlozenych tkold, které nejsou v §2) miize trvat maximalné p(€2, g) +
m(2). Aby tkol i €  typu g mohl byt zpracovian spolecné s ostatnimi
ukoly typu g, nesmime zacit zpracovavat tukoly typu g dfive nez v case
r; +pg - p(Q, g) - m(Q)

Ti

p(§2,9) + m(Q)

zpracovani typu g nesmi zacit diive

Podobné musime se zpracovanim typu g skoncit nejpozdéji v case d; —
Py +p(Q,9) +m(Q).
Zpracovani tkold typu g tedy muze zacit nejdiive v Case

41(Q) =max{r; |[i € Q A fi=g}+p, — (2 g9) —m(Q)
a skoncit nejpozdéji v Case:
t(Q) =min{d; | i € Q A fi =g} —p, +p(Q, 9) + m(Q)

Miuze se stat, ze t1(€2) < rq nebo t3(€2) > dq). Proto jesté zavedeme
hodnoty:

t1(Q) = max{t;(Q), rq}
t5(Q) = min{t2(N), da}

Vsechny tkoly typu g z mnoziny {2 pak musi byt zpracovany v intervalu
(t1(€2),t,(€2)). Kdybychom v tomto intervalu zpracovavali pouze tikoly typu
g z €1, pak ném jesté zbyva cas:

m'(Q) = 15(Q2) — () — p(2, 9)
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Prvé davka zpracovani typu g musi za¢it v intervalu (] (Q2), t} (Q2)+m/(2)),
druhd davka v intervalu (| (2) + py, t1(Q) + py +m/(2)) atd.:

(%)

<

()

!

2
oy
>

Q) Py Py t

Ry
g

Py

AS

Sy
>

\
A

.l |
Druhé dévka musi zaéit v tomto intervalu

7 toho muzeme odvodit, jak pro kazdy ukol j € € typu g posunout
hodnotu r;:

ri € | {(Q) + Ipg, £ () + Ipy + m' () (5.31)

A podobné je to s d;:

dj € [J (t2() — lpy —m'(),15(2) — Ipy) (5-32)

Sjednoceni mnozin v téchto pravidlech vlastné znamena, Ze r; a d; musi
dévat zbytek po déleni p, z jistého intervalu. Ozna¢me proto A(a, b, ¢) mno-
zinu zbytki ¢isel a,a + 1,...,b po déleni ¢, tj:

A(a,b,c¢) ={amod¢,(a+1) mode,...,b mod c}

Mnozina A(a, b, c) je interval v télese N mod c¢. Miizeme ho tudiZ reprezento-
vat dvémi ¢isly - hornim a dolnim okrajem. Prinik dvou intervald A(a, b, c)
a A(d, e, c) je opét mnoZina ve tvaru A(z,y, c), jeji nalezeni zabere ¢as O(1).

Vlastnosti 5.31 a 5.32 nyni miZeme pomoci A pfepsat na ekvivalentni
verzi:

i > 11(Q) (5.33)
r; mod p, € A(t1(R2),11(Q) +m' (), py) (5.34)
di < 12(92) (5.35)
d; mod p, € A(t5(2) — m'(2),15(2), py) (5.36)

Véta 12 Abychom nasli vSechny zmeény vyplyvagici z 5.30, 5.31 a 5.32 staci
volit mnoziny ) ve tvaru intervalu uloh.
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Dikaz: Zvolme libovolnou mnozinu €2. K ni vytvorme mnozinu:
\11:{7,|’1,€T AT, >rqg N dZSdQ}

Mnozina W je interval Gloh a ukadzeme, ze zminéna pravidla vyvodi stejné,
nebo jesté lepsi zmény r;.
Z volby ¥ vyplyva:

v D
Ty =Tq
dy = dg

Z toho plyne, 7e v(, g) < v(¥, g) pro libovolny typ g. Protoze 5.30 plati pro
), tim spiSe pak musi platit pro .
7 predchozich tii vlastnosti mizeme dale vyvodit:

m(¥) < m(Q)
p(¥,9) > p(Q, 9)
max{r; |1 €V A fi=g}>max{r; |1 €Q A f; =g}
min{d; |[i € ¥ A fy=¢}<min{d; |1 € Q A fi =g}
t(0) = 41(Q)

Déle p(Q2, g)+m(2) > p(¥, g)+m(¥), protoze u(¥, g) nemohlo vzrist oproti
u (€2, g) vice, nez kleslo m(¥) oproti m(£2).

Z toho je vidét ze vymezeni r; a d; podle 5.33 a 5.34 je pro VU stejné nebo
jesté lepsi nez pro (2. [l

Kdybychom upravili r; podle mnoziny €2; a pravidla 5.34 a pozdéji znovu
ale podle mnoziny {25, mohli bychom dostat hodnotu r;, kterd uz by ale ne-
odpovidala 5.34 pro mnozinu €2;. Proto nebudeme pravidla 5.34 a 5.36 uplat-
novat okamzité, ale jen si zapamatujeme v kterém intervalu A ma (r; mod p;)
ptipadné (d; mod p;) lezet. Tyto intervaly budeme sklddat a a7 tiplné nakonec
provedeme samotnou zmeénu r; a d;.

Zvolme si tkol 7 a typ ¢g. Vytvorime fadu vSech intervali uloh Qy C 2, C
-+ C Q, takovych, Ze d; = do, = do, = - -+ = dq,, tj. posloupnost intervali
se stejnym dqo = d; postupné se rozsifujici doleva.
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Oznaéme:

n(, f)={k|keQ A = f}
M@)={k|ke{ii+1,....,2} A dg, —Ta, <V(%,9) N (%, g) > 2}
t1(2) = max{t; () | k € M(i)}
to(1) = min{ta () | k € M (i)}
A= () A(), () +m' (%), py)
keM(i)
Ma(@) = () At(S%) —m' (), (%), py)
ke M(i)

Pro dany tkol j a typ g mizeme vSechny hodnoty ¢,(7), t2(7), Ar(7) a Aa(?)
spocitat v ¢ase O(n).

Nyni uvazujme tkol k typu g takovy, ze k € Q; a zaroven k ¢ §2;_;. Pak
pravidla 5.30, 5.31 a 5.32 pro tkol k£ a mnoziny 2 takové, Ze dg = d;, odvodi
prave:

ri > t1(9)
r; mod py € A, (7)
di < ta(7)
d; mod p, € A,(7)

A na tom je zaloZen nésledujici algoritmus s ¢asovou slozitosti O (kn?) (pred-
poklada, ze tkoly jsme dopfedu set¥idili podle 7;):

for i €T do begin
// Nastavime mnozinu povolenych zbytkt 7; a d; po déleni py,:
Ir[i] := {0,1,...,p;, — 1};
Id[i] := {0,1,...,p; — 1};

end;

for g€ F do begin
for je€T do begin
Spocitej t1(7), ta(i), Aq(7) a Ag(i) proi =0,1,...,2;

k := tkol s nejmensim r;;
i = x;
while (>0 AND k€7T) do begin
if (fv #9) OR (dx > d;) then
k := dalsi ukol se stejnym nebo vétsim 7y ;
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continue;
end;

// Vime k je typu g, k € Q.
if r, <rq,, then begin

/] k¢ Qi

e > t1(0);

di, < ta(1) ;

Ir [k] := Ir[k] N A(9);

1d [k] := Id[k] N Ayd);

k := dalsi kol se stejnym nebo vétsim 7y ;
end else

// Vsechny tkoly k typu g takové, Ze
/] k€ Q;ak¢Q;_1 uz jsme probrali.
// Pokracujeme €;_;:
i = 1i-1;
end ;
end ;
end;

for i €T do begin
if Ir[i] = 0OR 1d[i] = 0 then fail;

r; 1= nejmensi ¢islo vétsi nebo rovné r;, ze r; mod py, € lr [i];
d; := nejvétsi ¢islo mensi nebo rovné d;, ze d; mod py, € 1d [i |;
end;

5.9 Vysledek

VSechny algoritmy z této kapitoly jsem sdruzil do jedné podminky batch,
kterd ma nasledujici propagacni algoritmus:
repeat

edge_finding;

not_before_not_after;

not_first_not_last;

spojeni_posloupnosti;
until nenagly se zadné dalsi zmény ;
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Tuto podminku jsem naimplementoval v C pro SICStus prolog a vyzkou-
Sel na fadé priklad@!. Mé&Fil jsem ¢as a pocdet navratil pfi hledani viech Feseni.

Priklady byly vygenerovany nasledujicim zpisobem. Nejprve byl ndhodné
vytvoren platny rozvrh, tedy jedno feSeni. Pokud tkol 7 zacinal v tomto
rozvrhu v okamzik ¢;, tak hodnoty r; a d; pak byly voleny:

r; = t; — rand(m)
d; = t; + rand(m) + p;

Funkce rand(m) vraci celé ndhodné &islo v rozsahu 0..(m — 1). Cim véts
zvolime m, tim je zadani vice nepresné a ma tedy i vice feSeni. Nalezeni
v8ech TeSeni pak trva dost dlouho (napft. v piikladé b). Vétsinou jsem volil
priklady, které nemély p¥ili§ hodné feseni. Vysledky? udava tabulka 5.1.

V dalsi tabulce 5.2 jsou doby feSeni a pocty navratl, kdyz vynechame
algoritmus not-before /not-after (sloupecek bez before/after) nebo algoritmus
spojovani posloupnosti.

Vynechani algoritmu not-before/not-after zna¢né zpomali FeSeni nékte-
rych piikladi (napf i a r), asto ale poet navratl nevzroste a doba FeSeni se
tedy zmensi.

Kdyz vynechdme algoritmus spojovani posloupnosti, zmensi se pocet na-
vrati pouze u prikladi s, w a x. Celkova doba feSeni ovSem je vzdy kratsi.
Algoritmus spojovani posloupnosti se zfejmé vyplati jen ve vyjimecnych pri-
padech.

Aby se zbytecné neiterovaly algoritmy, které zmény nevyvozuji, upravil
jsem algoritmus podminky batch takto:
repeat

repeat

repeat
edge_finding;
not_first_not_last;
until nenasly se zddné dalsi zmény ;
not_before_not_after;

until nenasly se zadné dalsi zmény ;

spojeni_posloupnosti;
until nenasly se zadné dalsi zmény ;

Tento algoritmus mé stejny pocet navratl jako ptivodni, je vSak rychlejsi,
jak je vidét z posledniho sloupecku tabulky 5.2.

1Zdrojovy kéd spoletné s piiklady je na pfilozeném CD. Je zde také program pro
vygenerovani dalich prikladi.
2Méfeni probihala na po¢itaci Pentium Celeron 333Mhz.
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| piiklad | akoli | typl | pocet FeSeni | ndvrati |

¢as

a 25 5 5 17 0.78s
b 25 5 56251 5064 | 41m 23s
¢ 25 5 72 146 6.57s
d 40 6 12 33 4.9s
e 40 6 1 0 0.42s
f 50 6 6 15 2.22s
g 150 5 1 1 2.76s
h 200 5 1 2 6.8s

i 50 5 48 110 17.08s
j 50 5 10 27 4.57s
k 50 7 9 0 2.72s
1 50 5 4 4 1.44s
m 30 5 18 2 1.22s
n 30 5 39 52 4.51s
0 50 5 32 32 9.35s
p 100 5 16 23 20.67s
q 50 7 228 102 58.97s
r 50 7 324 162 1m 21s
S 100 7 50 76 1m 31s
t 200 7 8 40 1m 53s
4 100 7 240 1811 18m 19s
w 50 2 24 47 4.27s
X 50 2 1368 2175 3m 10s

Tabulka 5.1: Zakladni algoritmus
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Zakladni alg. bez before/after bez spojovani novy alg.
navrati ‘ ¢as navrati ‘ Cas navratl ‘ ¢as Cas
a 17 0.78s 17 0.78s 17 0.69s 0.74s
b 5064 | 41m 23s | 94985 | 59m 16s | 5064 | 31m 41s | 39m20s
c 146 6.57s 146 6.16s 146 5.2s 5.52s
d 33 4.9s 34 4.85s 33 4.15s 4.89s
e 0 0.42s 0 0.42s 0 0.41s 0.40s
f 15 2.22s 15 2.22s 15 1.80s 2.00s
g 1 2.76s 1 2.71s 1 2.20s 2.43s
h 2 6.8s 2 6.56s 2 5.57s 5.39s
i 110 17.08s 1718 2m 57s 110 13.91s 14.79s
j 27 4.57s 44 6.23s 27 3.68s 3.99s
k 0 2.72s 23 4.51s 0 1.94s 2.34s
1 4 1.44s 7 1.72s 4 1.19s 1.29s
m 2 1.22s 2 1.22s 2 1.00s 1.16s
n 52 4.51s 79 5.03s 52 3.80s 3.80s
0 32 9.35s 32 8.87s 32 7.53s 7.74s
p 23 20.67s 23 19.87s 23 16.87s 17.29s
q 102 58.97s 102 55.94s 102 46.05s 49.50s
r 162 1m 21s 978 2m 40s 162 1m 4s 1m 14s
S 76 1m 31s 76 1m 27s 83 1m 16s 1m 15s
t 40 1m 53s 40 1m 53s 40 1m 35s 1m 49s
v 1811 18m 19s 1811 17m 12s 1811 15m 1s | 15m 17s
w 47 4.27s 53 4.02s 53 3.91s 4.01s
X 2175 3m 10s 2175 3m 3s 2231 2m 37s 2m 42s

Tabulka 5.2: Upravené algoritmy
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Kapitola 6
Zaveér

Prace je navrzena tak, aby byla pochopitelna i pro ¢tenare, ktery neni
s programovanim s omezujicimi podminkami sezndmen.

V kapitole existujici globalni podminky je popsana vétsina nejcastéji po-
uzivanych globéalnich podminek, ve vétsiné piipadi i je pfedveden a dokizan
propagac¢ni algoritmus. Pokud ne, je alespon naznacen s odkazem na litera-
turu.

V préaci jsou dva vyznamné nové vysledky: uzsi vymezeni testovanych in-
tervali v algoritmu energetic reasoning (kapitola 3.9) a ¢ty¥i nové algoritmy
pro rozvrhovani davkové vyroby. Dva z téchto algoritmi jsou upravené al-
goritmy pro disjunktivni rozvrhovani, zbylé dva jsou navrzeny vyhradné pro
problém davkového zpracovani.

Déle by se dalo pokracovat ve zkoumani rozvrhovacich problémi, zejména
problémii s vice zdroji a ukoly, které nemaji pevné dany zdroj, na kterém musi
byt zpracovany. V tomto sméru zatim mnoho algoritmi navrhnuto nebylo.
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